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PREMIERE PARTIE. 

Algèbre des quantités complexes 



CHAPITRE I«' 

INTRODUCTION 

Considérations générales,' 

1. Une des plus grandes diflîcultés qu éprouvent les commen- 
çants, en abordant rétude de l'algèbre, c'est l'usage que l'on y fait 
de notions mystérieuses en apparence, comme celles des quantités 
négatives et des quantités imaginaires. Les géomètres qui ont assis 
sur des bases inébranlables les règles du calcul de ces symboles 
ont rendu un immense service à la philosophie mathématique. On 
peut cependant ne pas se trouver encore pleinement satisfait de 
leurs démonstrations, qui sont d'une rigueur inattaquable, sans 
doute, mais qui laissent subsister dans les mathématiques des sym- 
boles de quantités et des signes d'opérations qui semblent ne cor- 
respondre à rien de réel. Les raisonnements généralement employés 
reviennent à établir qu'il y a compensation entre deux absurdités, 
savoir : entre la considération de quantités dont l'existence implique 
contradiction, et entre l'application à ces quantités d'opérations 
qui n'ont de sens que pour les quantités réelles. 

2. On aura donc obtenu un avantage important, si Ton parvient 
à démontrer les mêmes règles avec la même rigueur, sans intro- 

1 
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duire dansles raisonnements autre chose que des quantités réelles 
et mesurables, sur lesquelles on exécutera des opérations nettement 
définies, maïs plus générales que les opérations simples de l'arith- 
métique. De cette manière, au lieu d'arriver au résultat par une 
route certaine, mais obscure, dans laquelle un esprit timide peut 
craindre à chaque instant de s'égarer, on passera par une suite de 
déductions claires, et Ton pourra suivre des yeux toutes les phases 
du calcul. 

3. On atteint ce but, en introduisant dans l'algèbre de nouveaux 
signes d'opérations fondés sur des considérations géométriques, qui 
offrent un champ plus élendu et des ressources plus variées que les 
considérations arithmétiques que l'on prend généralement pour 
point de départ. 

Toute valeur numérique peut être représentée par le rapport de 
deux grandeurs géométriques, lignes, angles, aires, volumes, etc., 
ou simplement par une seule grandeur, si l'unité de son espèce 
est donnée. 

Une figure de géométrie peut être considérée comme la repré- 
sentation d'autant de nombres qu'elle renferme de grandeurs 
mesurables. Ainsi, un triangle représente trois nombres par ses 
trois côtés, trois nombres par ses trois angles, un nombre par son 
aire, etc. 

Toute construction géométrique correspond à diverses combinai- 
sons d'opérations arithmétiques entre les nombres représentés par 
les divers éléments de la construction. Ainsi, une force étant 
déterminée, dans un plan donné, par deux éléments, une longueur 
et un angle, la composition de deux forces, qui revient à la cons- 
truction d'un parallélogramme ou d'un triangle, correspondra à 
toutes les opérations arithmétiques nécessaires pour déterminer les 
éléments de ce parallélogramme ou de ce triangle au moyen des 
deux longueurs et des deux angles donnés. Cet ensemble d'opéra- 
tions sera désigné, d'une manière aussi claire qu'abrégée, en 
l'appelant comtructian d'un parallélogramme, 

4. L'algèbre s'occupe uniquement de la combinaison des opéra- 
tions, sans s'inquiéter de leur signification ni de leur nature. Elle 
donne les moyens de remplacer une combinaison d'opérations par 
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une autre combinaison équivalente; mais elle ne traite nullement 
de la manière d'effectuer ces opérations. Elle jpart d'un petit nom- 
bre de principes tirés^des propriétés communes que présente chaque 
opération dans les divers cas particuliers pour lesquels elle a été 
définie. Tels sont les principes suivants : 

Une somme ne change pas lorsqu'on intervertit l'ordre de ses 
parties (principe de Yaddition). 

La soustraction est l'opération inverse de l'addition. 

Un produit ne change pas lorsqu'on intervertit l'ordre de ses 
facteurs (principe de la multiplication). 

Etc. 

C'est en partant de ces principes que l'on établit les règles pour 
la transformation des opérations les unes dans les autres. 

Rien n'empêcho donc de donner des opérations fondamentales 
relatives à telle ou telle espèce de quantités telles définitions que 
l'on voudra, pourvu que ces définitions s'accordent avec les prin- 
cipes en question. Les règles du calcul algébrique s'appliqueront 
toujours aux opérations ainsi définies tant que ces conditions seront 
remplies. 

Par exemple, rien n'empêchera d'appeler addition la composition 
de deux forces, et de dire que la résultante est égale à la somme 
des composantes; car la somme, ainsi définie, jouit de la propriété 
de ne pas changer lorsqu'on intervertit l'ordre de ses parties. 

Naturellement les définitions des opérations ne doivent pas être 
choisies au hasard. On commence par prendre les définitions les 
plus simples; puis on les modifie en les généralisant, à mesure 
que les définitions primitives deviennent insuffisantes. Mais on a 
soin que chaque nouvelle généralisation renferme toujours les cas 
particuliers précédents. 

5. Tant que l'on s'en tient aux définitions primitives, les règles 
de calcul ne peuvent embrasser à la fois tous les cas différents 
d'une même question; et si les calculs ont été établis spécialement 
pour un de ces cas, ils conduiront, pour les autres cas, à des 
impossibilités. On cherchera alors à généraliser à la fois l'idée de 
quantité et les définitions des opérations, de manière que Timpos- 
sibilité soit écartée, et qu'une même formule puisse embrasser la 
solution de tous les cas. 
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Remarquons, en passant, que rimpôssibilité d'Un problème n'est 
pas toujours accusée par la nature même des symboles que le calcul 
donne pour solution. Elle peut provenir de ce que le résultat ne 
remplit pas certaines conditions que l'on n'a pas pu exprimer par 
les équations du problème. Le problème est impossible, par exem- 
ple, lorsque sa nature exige que la solution soit un nombre entier, 
et que le calcul donne un résultat fractionnaire. Tel serait le œs 
où l'on demanderait combien il faudrait donner de dents à une 
roue engrenant avec une autre roue armée de 50 dents, pour qu'elle 
fit 3 fois plus de tours que celle-ci dans le même temps. 

11 faut distinguer, en outre, entre l'impossibilité absolue d'un 
problème, et l'impossibilité de tel ou tel cas de ce problème, lors- 
qu'il en peut présenter plusieurs. C'est dans ce dernier cas seule- 
ment que l'on peut faire disparaître l'impossibilité par la généra- 
lisation des opérations. 

6. Cette généralisation s'obtient en remplaçant les définitions 
arithmétiques des quantités et des opérations par des définitions 
géométriques. C'est ce que l'on a fait, depuis Descartes, pour les 
quantités négatives. Mais c'est plus tard seulement que Ton a 
cherché à représenter géométriquement les quantités imaginaires 
par des grandeurs réelles. Leur théorie purement algébrique n'a 
guère été fixée que depuis un siècle, après les travaux de d'Alembert 
et d'Euler, et c'est plus récemment encore que Cauchy y a mis la 
dernière main. 



§ n. 

Sur l'histoire de la théorie géométrique des imaginaires. 

7 . Le premier essai de représentation géométrique des quantités 
imaginaires est dû au géomètre prussien Heinrich Kûhn, né à 
Kœnigsberg en 1690, mort à Qanzig en 1769. 

Kiihn a publié, en 1750, dans le tome III des Novi Commentarii 
de l'Académie de Saint-Pétersbourg, dont il était membre, un 
Mémoire de 54 pages in-4**, intitulé : Meditationes de quantitatibus 
imayinariis construendis et radicibus imaginariis exhibendis . 

Ce travail, que Montucla traite peut-être avec trop de dédain. 
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ne contient pas^ il est vrai, la solution de la difficulté, que Fauteur / 
avait aperçue; mais il a, du moins, le mérite d'avoir mis surja , 
voie, et il restait bien peu de chose à ajouter pour obtenir la repré- 
sentation des imaginaires telle qu'on la conçoit aujourd'hui. 

8. Voici sur quelles bases reposent les considérations longue- 
ment développées par Kûhn. 

Étant donnés deux axes rectangulaires, portons, à partir de leur 
intersection mutuelle, et de part et d'autre de cette intersection, 
Pig 4 sur Fun d'eux, des longueurs égales à Uj et sur 

l'autre, des longueurs égales à b. En donnant des 
signes à ces longueurs, d'après la convention éta- 
blie par Descartes, les segments pris sur le premier 
axe seront + a et — a ; les segments pris sur le 
second axe seront + 6 et — b. Construisons les 
quatre rectangles qui ont ces segments pour côtés, 
et donnons aux aires de ces rectangles les signes qui résultent de 
la multiplication de leurs dimensions en grandeur et en signe. Les 
aires de ces quatre rectangles seront alors 

p = l-ha) X i—i) = —ia , 
5 = l—a) X (H-^j = —al . 

Supposons maintenant b = a, et désignons par le signe V le 
côté de chacun des carrés résultants. On aura, d'après Kùhn, 




Vol = V {-ha) X (+«) r= H-a, 



V/6 = V{-\-a) X {—a) .-= -4-V/-(i2, 
Vy= V[—a) X {—a) = —a , 



Remarquons qu'il serait plus naturel, selon nos idées actuelles, 
de poser, comme nous le verrons plus tard, 
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9. L'imaginaire dL\/— a*, qui exprime Tune ou l'autre 4es 
racines de Féquation 

est définie par Kuhn comme le côté de l'un des carrés négatifs 
P ou â. Mais l'auteur n'indique pas lequel des côtés du carré il faut 
prendre pour représenter l'imaginaire, et faute d'avoir fait entrer 
dans cette représentation la notion de direction, il lui devient 
impossible de définir ce qu'il faut entendre par la somme d'une 
quantité réelle et d'une quantité imaginaire, telle qu'on la rencontre 
dans la solqtion de l'équation complète du second degré 

(iP— y)«+ A* -0. 

Il dit bien que cette équation est vérifiée en prenant pour x — g 
le côté d'un carré négatif; mais il n'indique nullement quel sens 
il faut attacher à la racine elle-même 



C'est donc à tort, selon nous, que l'on fait souvent remonter à 
Kûhn l'idée de la représentation des imaginaires au moyen d'une 
direction perpendiculaire à celle qui correspond aux quantités 
réelles. On voit, au contraire, qu'il considère les longueurs comp- 
tées sur l'axe vertical comme des quantités réelles, positives ou 
négatives, aussi bien que les quantités comptées sur l'axe horizontal. 
Tout ce qu'on peut -dire, c'est qu'il a posé le problème sans le 
résoudre, et que la lecture de son Mémoire aurait pu mettre ses 
successeurs sur la voie de la solution. 

10. Pendant le demi-siècle qui suivit la publication du travail 
de Kûhn, la question fut à peu près abandonnée. Nous lisons seu- 
lement, dans une Note de Cauchy (^), la mention suivante, à propos 
des travaux dont nous parlerons tout à l'heure : 

« Une grande partie des résultats de ces recherches avait été, à 
]» ce qu'il paraît, obtenue, môme avant le siècle présent, et dès 
» Tannée 1786, par un savant modeste, M. Henri-Dominique Truel, 
» qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les a 

(*) Exercices tVAnalyfie et de Physique mathématique, t. IV, p. 157. 
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1» communiqués, vers Tannée 1810, à M. Augustin Normand, cons- 
]> tructeur de vaisseaux au Havre. i> 

1i. Le premier Mémoire publié sur ce sujet, depuis la tentative 
de Kûiin, est celui de l'abbé Buée, inséré dans les Philosophical 
Transactions pour Tannée 1806, et intitulé : Mémoire sur les 
quantités imaginaires (56 pages) (*). 

Dans ce travail. Buée formule nettement, pour la première fois, 
la représentation des lignes imaginaires par des longueurs perpen- 
diculaires à la direction des lignes réelles. 
Il parvient à ce résultat par deux raisonnements différents. 
Le premier repose sur la construction d'une moyenne propor- 
Fig.2. tionnelle. La perpendiculaire AB, élevée sur le mi- 
lieu du diamètre d'un demi-cercle de rayon = 1 , 
est une moyenne proportionnelle entre les deux 
moitiés, AG = H-i, AD =■ — 1, du diamètre. Elle 
a donc pour valeur 

v^(+i) x(— 1)= V^^. 

L'autre raisonnement n'est autre chose que celui de Riihn, com- 
Fig. 1. piété. Buée considère, comme Kûhn, les quatre 

carrés a, $, y, p, de côté = 1, formés autour d'un 
point 0, et dont les surfaces sont ± 1 . Le carré a, 
dans les quatre positions qu'il occupe successive- 
ment, en tournant chaque fois d'un quart de révo- 
lution autour du point 0, prend respectivement 
les quatre valeurs 

+ 1, —1, H-1, —1. 

On peut considérer ces quatre valeurs comme les carrés deiè 

quantités 

+ 1, 4-\/-l, -1, -V-i, 

qui seraient représentées par le côté OA dans ses quatre positions 

OA, OA', OA», OAV 



(*) Cette analyse est empruntée à l'ouvrage du professeur Matzka : Versuch 
einer richiigen Lehre von der Realitdi der vorgeblich imaginciren Grbssen der 
Algebra u. s. w. Prague, 1850. 
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Si juste cependant que soit la solution donnée par Buée, on ne 
peut nier qu'elle ne repose sur des arguments plus métaphysiques 
que mathématiques, et sur une extension mal justifiée des règles 
du calcul algébrique. Aussi son travail n'a-t-il pas attiré l'attention 
qu'il aurait méritée, malgré quelques erreurs qui le déparent. 

12. Dans la même année 1806, Robert Argand, de Genève, fit 
imprimer à Paris un opuscule intitulé : Essai sur une manière de 
représenter les quantités imaginaires dans les constructions géo- 
métriques. Cet ouvrage, sans nom d'auteur, n'a pas été mis dans 
le commerce. Nous le connaissons par un extrait qu'en a donné 
l'auteur dans les Annales de Gergonne (t. IV, 1813), et par une 
note de Cauchy (^). 

Argand établit d'abord, en suivant la première méthode de Buée, 
la représentation de \/IIï par une longueur portée dans une direc- 
tion perpendiculaire à celle des lignes réelles. 

II généralise ensuite cette conception, en introduisant la repré- 
sentation,- par un symbole unique, d'une ligne considérée à la fois 
en grandeur et en directicm. 

Il définit^ comme nous le ferons plus tard, les opérations de 
multiplication et d'addition effectuées sur les lignes dirigées; il 
en tire la décomposition de ces lignes suivant deux axes rectangu- 
laires, laquelle correspond, en analyse, à la séparation du réel et 
de l'imaginaire. 

Il établit ainsi la formule 

11—1 

qui n'est autre chose que le théorème de Moivre, et il en déduit 
toutes les* formules de la trigonométrie. 

Argand termine son Mémoire en exposant géométriquement la 
démonstration donnée par Legendre de la proposition fondamentale 
de la théorie des équations algébriques : Toute équation algébrique, 
à coefficients réels ou imaginaires, a au moins une racine repré- 
sentée par une ligne dirigée, c'est^-dire une racine réductible à 
la forme a ~\- b v/"^ . 

Dans une Note publiée plus tard dans le même volume des 



(*) Exercices d'Analyse et de Physique malhémalique, t. IV, p. 179. 
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Annales, Ârgand reprend sa démonstration avec plus de détails, et 
la rend tout à fait rigoureuse. Nous la reproduirons plus loin. 

13. Les communications d'Argand avaient eu lieu à l'occasion 
d'un article publié dans le même recueil* scientifique par J.-F. 
Français, professeur-à TÉcoIe d'Artillerie de Metz. Celui-ci, d'après 
quelques indications qui lui étaient parvenues sur les idées à' Ar- 
gand, sans qu'il en connût l'auteur, avait réussi à en retrouver les 
principaux résultats, et en avait fait l'objet d'une Note (*), à la-suite 
de laquelle Argand réclama la priorité. 

On remarque, dans la Note de Français, le premier emploi de 
la notation 

pour désigner une ligne de longueur r, et faisant avec un axe fixe 
l'angle p, notation très simple, que Cauchy a fini par adopter. 

14. Parmi les auteurs qui, depuis Argand jusqu'à Cauchy, ont 
traité le même sujet, nous citerons seulement Mourey et Warren, 
dont les travaux ont paru dans la même année 1828. 

Mourey, dans une brochure qui a pour titre : La vraie théorie 
des quantités négatives et des quantités prétendues imaginaires, 
dédié atix amis de l'évidence, et qui a été réimprimée en 1861, 
développe complètement les règles du calcul des lignes dirigées, 
et donne une nouvelle démonstration de la proposition fondamen- 
tale de la théorie des équations. .\!alheureusement la lecture de ce 
travail remarquable est rendue difficile et rebutante par une profu- 
sion de termes nouveaux et de notations bizarres, le plus souvent 
inutiles. 

Mourey se proposait de publier un Traité beaucoup plus étendu, 
dont sa brochure n'était qu'un extrait, et où il devait être question, 
entre autres choses, de la représentation symbolique des lignes 
. dans l'espace, au sujet de laquelle Argand et Françfiis n'avaient rien 
trouvé de satisfaisant. Nous ignorons ce qu'a pu devenir ce manus- 
crit, dont la perte serait regrettable. 

15. John Warren, fellow à l'Université de Cambridge, puis pas- 
teur à Hnnlingdon , a fait imprimer une brochure intitulée : 

(*) Nouveaux principes de géométrie de position, et interprétation géoinélrique 
des symboles imaginaires. [Ann. de Math,, t. IV, p. Gl-71.) 
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A Treatise on Ihe geometrical représentation of ihe square roots 
of négative quantities. Cambridge, 1828 (154 pages grand in-S^). 
Cette brochure a été suivie de deux articles moins étendus, insérés 
dans le Philosophical Transactions pour Tannée 1829 (^). 

Le travail de Warren est plus complet et plus étendu que Topus- 
cule de Mourey. La discussion des racines de Tunité y est faite 
avec soin. L'auteur termine par une démonstration des principales 
formules de la trigonométrie, et par diverses applications au calcul 
intégral et à la mécanique. On peut lui reprocher seulement, 
quoique à un moindre degré peut-être qu'à Mourey, Tintroduction 
de notations compliquées et incommodes. 

16. Les deux ouvrages que nous venons de citer renferment 
complètement la théorie élémentaire de la représentation géomé- 
trique des imaginaires, ou, si Ton veut, de la représentation par un 
symbole imaginaire d'une droite quelconque tracée dans un plan. 

Cette théorie a été reprise et coordonnée par Cauchy, dans le 
tome lY de ses Exercices d'Analyse et de Physique mathématique 
(pages 157-355), et Ton peut dire maintenant qu'elle a reçu sa 
forme définitive. 

17. Il n'entre pas dans notre plan de traiter des applications à 
la géométrie pure et à la mécanique qu'a reçues la théorie dont 
nous nous occupons. Nous nous contenterons de mentionner les 
travaux de Scheffler (^) sur l'usage des imaginaires en géométrie 
analytique, et le Mémoire de Sjebeck (^) sur les transformations 
géométriques déduites de la théorie des imaginaires. 

Nous ne pouvons non plus nous occuper du travail considérable 
publié par M. Maximilien Marie sur les fonctions de variables ima- 
ginaires (*), ce travail étant fondé sur un système de représenta- 
tions des imaginaires essentiellement différent de celui qu'ont 
adopté Cauchy et Riemann . 



(*) Matzka : Versuch einer richtiger Lehre u. s. w, 

(*) Der Situationskalkul Brunswick, 1851, l vol. in-S®. 

(*) Ueber die graphische Darstellung imaginarer Functionen, (Journal de 
Crelle, t. LV, p. 221-253, 1858.) 

(*) Nouvelle théorie des fonctions de variables imaginaires. (Journal de Liou- 
ville, 1858-1862.) 
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CHAPITRE n, 

DES QUANTITÉS ARITHMÉTIQUES ET ALGÉBRIQUES, OU QUANTITÉS RÉELLES. 

18. Dans toute question où les données sont exprimables en 
non^bres, la solution se ramène, en définitive, à des opérations 
d'arithmétique. 

La détermination de ces opérations et leur transformation en 
d'autres opérations équivalentes constituent le but de l'algèbre, ou 
plutôt un cas particulier du problème plus général qu'embrasse 
cette science. 

L'algèbre, en effet,' s'occupe uniquement de la combinaison 
d'opérations dont les opérations d'arithmétique forment un cas très 
restreint, et auxquelles on a donné les mêmes noms qu'aux opéra- 
tions d'arithmétique, parce qu'elles jouissent des propriétés sur 
lesquelles les combinaisons des opérations d'arithmétique sont 
fondées. 

Par exemple, le résultat d'une addition arithmétique ne change 
pas lorsqu'on intervertit d'une manière quelconque l'ordre des 
parties. C'est sur cette propriété que sont fondées les transforma- 
tions que l'on peut faire subir aux combinaisons d'additions entre 
elles, ou aux combinaisons de l'addition avec son opération inverse, 
la soustraction. De là les différentes manières de calculer la valeur 
d'un polynôme, etc. 

Si nous donnons maintenant le nom d'addition à une opération 
quelconque jouissant de la même propriété fondamentale, et le 
nom de soustraction à l'opération inverse, il est clair que tous les 
résultats obtenus relativement aux transformations de l'addition et 
de la soustraction en arithmétique subsisteront encore quand il 
s'agira des mêmes opérations généralisées. 

De même, toutes les propriétés de la multiplication, de l'éléva- 
tion aux puissances et des opérations inverses, la division et l'ex- 
traction des racines, découlent du principe général que, dans un 
produit, on peut intervertir d'une manière quelconque l'ordre des 
facteurs. 
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Si nous appelons multiplicatmi une opération quelconque jouis- 
sant de la même propriétérelativemenlà Tinterversion des facteurs, 
et si nous en déduisons, comme en arithmétique, les déQnitions 
généralisées de l'élévation aux puissances, de la division et de 
l'extraction des racines, toutes les règles de l'arithmétique déduites 
du principe fondamental subsisteront pour les opérations généra- 
lisées, quelle que soit la nature de ces opérations, et quels que 
soient les moyens à employer pour les eflPectuer. 

19. Il ne faut donc pas se représenter l'algèbre comme opérant 
uniquement sur des quantités numériques, et ne pouvant traiter 
les grandeurs concrètes sans passer par l'intermédiaire des nom- 
bres. Une formule algébrique peut indiquer iramédiatemenf une 
construction géométrique ou un mouvement mécanique, sans qu'il 
soit nécessaire en aucune façon de songer à l'évaluation numérique 
des données du problème. 

Ainsi, si l'on définit la multiplication géométrique comme la 
construction d'un rectangle, l'équation 

exprime l'équivalence entre une certaine aire et la somme de plu- 
sieurs autres, abstraction faite de toute évaluation numérique de 
ces aires. 

20. Après ces remarques sur l'indépendance qui existe entre les 
règles données par-l'algèbre pour la transformation des opérations 
et la nature même de ces opérations, occupons-nous des divers 
systèmes de signes que l'algèbre peut employer dans ses formules 
pour indiquer ces transformations. 

On connaît l'emploi des signes de l'arithmétique H- , — , X , *• . > 
pour représenter les transformations algébriques de même nom que 
les opérations arithmétiques correspondantes. 

Mais il est souvent plus avantageux de prendre pour images de 
ces transformations, non plus des opérations arithmétiques, mais 
des constructions géométriques, dont la variété beaucoup plus 
grande permet d'indiquer plus brièvement des combinaisons com- 
pliquées, et d'embrasser sous un même énoncé des cas plus géné- 
raux, en même temps que ces constructions aident l'intelligence 
en parlant aux yeux. 
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Maintenant, lorsqu'on a reconnu qu'une construction géométrique 
jouit des mêmes propriétés fondamentales qu'une certaine opération 
d'arithmétique, rien n'empêchera de lui donner le nom de cette 
opération, et de la soumettre comme elle aux transformations de 
Talgèbre. 

21 . Pour en donner un exemple, considérons la règle du paral- 
lélogramme des forces. En représentant chaque force par une ligne 
parallèle à sa direction et de longueur proportionnelle à son inten- 
sité, la détermination de la grandeur et de la direction de la résul- 
tante de deux forces dépendra des opérations indiquées par la 
trigonométrie pour la résolution d'un triangle dont on connaît deux 
côtés avec l'angle qu'ils comprennent. On voit, de plus, aisément 
que la résultante de deux ou de plusieurs forces ne dépend en 
aucune manière de l'ordre dans lequel on compose ces forces. 
Donc l'opération de la composition des forces jouit de la propriété 
fondamentale de l'addition, de ne pas dépendre, quant au résultat, 
de l'ordre dans lequel on range les quantités à composer. Rien donc 
n'empêche de nommer addition de deux ou de plusieurs forces, en 
grandeur et en direction , la combinaison d'opérations d'arithméti- 
que ou de constructions géométriques qui sert à la détermination 
de la résultante au moyen de ses composantes. Dès lors, tous les 
calculs algébriques relatifs à l'addition et à son opération inverse, 
la soustraction; s'appliqueront, sans aucun changement, à la com- 
position des forces, et les seuls signes + ou — suffiront pour 
indiquer tout l'ensemble des opérations d'arithmétique qu'exige la 
résolution d'^un triangle. 

Nous allons voir maintenant comment se sont faites les exten- 
sions successives des définitions des quantités et des opérations. 

i n. 

Des quantités et des opérations arithmétiques, 

22. On peut représenter tous les nombres, et plus généralement 
tous les rapports, commensurables ou non, des grandeurs à leurs 
unités respectives, par des longueurs portées sur une droite OX, à 
partir d'un point fixe 0, pris pour œ^igine, et dans une direction 
constante de vers.X. Celle des extrémités d'une longueur qui est 



/ 
/ 
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ta plus voisine du point 0, est dite le commencement ou l'extrémité 

initiale; l'autre est dite la fin ou l'extrémité finale. 

En adoptant ce mode de représentation, les diverses opérations 
relatives soit aux nombres, soit aux quantités concrètes, se ramè- 
neront à des constructions géométriques que l'on pourra généra- 
lement effectuer, ou du moins dont on concevra toujours la 



Nous admettrons qu'une grandeur puisse toujours être transpor- 
tée, sans changer de valeur, soit le long de l'axe OX, soit sur une 
parallèle à cet axe. 

23. Cela posé, pour faire Vaddition de deux longueurs, op les 
portera sur la même direction, en faisant coïncider le commence- 
ment de l'une avec la fin de l'autre. La somme sera la distance des 
deux extrémités non communes. 

Pour faire la soustracHon, on portera encore les longueurs sur 
la même direction, mais en faisant coïncider leurs extrémités 
finales. La différence sera la distance des extrémités initiales. 

On pourrait encore opérer la soustraction en faisant coïncider 
les extrémités initiales. La différence serait la distance des extré- 
mités fmales. 

34. La multiplication s'effectuera par la construction d'une 

Fis- 3. quatrième proportionnelle, le produit a; = a.b de 

a par b étant le quatrième terme de la proportion 

SurOX,prenons01 = 1,* = ojsupO'X', 

parallèle à OX, prenons G' 6 = b; menons la ligne 

16, qui renconlre, en un point P, la ligne OY, 

perpendiculaire à OX, et tirons Pa, qui coupera 

O'X' en X. La ligne Ox = x sera la quatrième proportionnelle 

cherchée, et représentera le produit demandé a.b. 

La division se ramène immédiatement à la multiplication, et 
s'effectue aussi par la construction d'une quatrième proportionnelle. 
Ainsi le quotient ^ = -r- sera déterminé par la proportion 



et se consli'uira comme le produit de tout à l'Jieurc 
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V élévation aux puissances entières s'opère au moyen de plusieurs 
multiplications successives. 

25. L'extraction de la racine carrée revient à la construction 
d'une moyenne proportionnelle entre la quantité donnée et l'unité. 

Les extractions de racines dont les indices sont des' puissances 
de 2 s'opèrent par la répétition de la même construction. 

Quant aux racines dont les indices ne sont pas des puissances 
de 2y on peut les extraire théoriquement à l'aide de l'instrument 
imaginé par Descartes (*), ou pratiquement par des méthodes 
d'approximation indéfinie. 

Il .en serait de même pour la résolution des équations algébriques 
et pour les opérations transcendantes, correspondantes aux fonctions 
exponentielles, logarithmiques, circulaires, etc., ainsi que pour la 
résolution des équations transcendantes. 

1 ni. 

Des quantités et des opérations algébriques. 

26. Un problème étant posé, l'algèbre nous enseigne à transfor- 
mer les conditions données en d'autres qui permettent la résolution, 
exacte ou approchée, du problème à l'aide des opérations de l'arilh- 
mélique ou des constructions géométriques. Il peut se faire, dans 
certains cas, que l'on soit ainsi conduit à des opérations inexécu- 
tables, telle que celle de soustraire un plus grand nombre d'un 
plus petit. 

L'impossibilité du problème, accusée par une opération impos- 
sible, peut être tantôt absolue, tantôt apparente. Elle sera absolue 
lorsque les conditions exprimées par l'équation du problème cor- 
respondront complètement à celles de l'énoncé, celui-ci ne pouvant 
donner lieu qu'à l'équation reconnue impossible. 

D'autres fois, l'impossibilité est seulement apparente. C'est 
lorsque le problème pouviint offrir plusieurs cas entre lesquels on 
ne sait pas choisir a priori, on a mis un seul de ces cas en équa- 
tion, et que le cas que l'on a pris n'est pas celui qui a lieu 
réellement. 

(*) Géométrie, livre H. 
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27. On peut se demander maintenant s'il n'est pas possible de 
donner à Tidée de quantité et aux définitions des opérations une 
extension analogue à celle que Ton a déjà admise en arithmétique, 
pour passer du calcul des nombres entiers au calcul des fractions, 
cette extension devant permettre d'embrasser dans une même 
formule les divers cas d'une même question, et faire ainsi dispa- 
raître l'impossibilité, lorsqu'elle n'est qu'apparente. 

Choisissons un exemple particulier, le plus simple possible. Une 
personne reçoit une somme a et perd une somme b : on demande 
quel changement a subi l'état de sa fortune. 

Il y a d'abord deux cas à distinguer, le changement pouvant 
avoir eu pour résultat soit un gain, soit une perte. Figurons géo- 
métriquement. les opérations nécessaires à la solution du problème. 
Si l'on suppose d'abord qu'il y ait un gain, prenons ce gain pour 
Pig.4. inconnue. Portons, sur la droite Oic, une 

\ \ 1 ^ longueur OA == a , et retranchons-en la lon- 

^ B A gueur AB = 6. Alors la différence OB repré- 

sentera le gain cherché. 
Si l'on suppose, au contraire, qu'il y ait eu perte, on portera, 
Fig. 5. sur une ligne Ox ' , une longueur OB ' = ft , 

I ( 1 — ^, et l'on en soustraira B'A' =^ a. Le résultat 

® ^ ^ O'A' sera la perte cherchée. 

Le premier cas est possible, si l'on a a > 6; le second, si l'on a 
a < 6 : c'est ce que supposent les deux figures. 

Voyons maintenant ce que deviendrait la solution du premier 
cas pour a < 6. De la ligne OA, il s'agirait de soustraire la ligne 
plus grande AB, ce qui est arithmétiquement impossible. Si néan- 
moins nous exécutons la même construction géométrique que dans 
Fig. 6. le cas où la soustraction est possible, le 



B lA. pQjjit B se trouvera porté à gauche du 



B A point 0, à une distance OB =^ b — a. Or, 

cette distance donne précisément la valeur de la perte qui a réelle- 
ment lieu. Donc la même construction géométrique peut servir à 
résoudre les deux cas du problème, et la solution sera toujours 
représentée par la distance OB, portée à droite du point 0, lorsque 
c'est un gain, à gauche, lorsque c'est une perte. 

Cette construction a, de plus, l'avantage de pouvoir faire connaî- 
tre en même temps l'état de la fortune du possesseur. Supposons, 



X 
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en effet, que cette fortune soit représentée par la longueur ÛO. 

Fig. 7. Il faudra lui ajouter la solution OB, lorsque 

~à S S ^ ce sera un gain; l'en retrancher, lorsque 

-"S S — t * ce sera une perte. Il faudra donc porter 

la solution, dans le premier cas, à droite, dans le second cas, à 
gauche du point 0, et c'est précisément ce que donne la construc- 
tion précédente. 

28. On voit aisément que la construction géométrique du pre- 
mier cas revient à porter l'un à la suite de l'autre, en sens opposés, 
les axes Oo;, O'o;' {fig. 4 et 5), sur lesquels sont comptés respec- 

Fjg.8. tivement les gains et les pertes. Le 

,^ ' . , y , , 11 ^ passage du gain à la perte, qui se fait 
B 0' B B A par degrés continus, lorsqu'on fait 
croître 6, par exemple, se trouvera indiqué par le passage du 
point B de la droite à la gauche de l'origine 0, et l'on n'aura plus 
à se demander sur lequel des deux axes il faut porter le résultat, 
la construction le portant d'elle-même sur Taxe convenable. 

Les deux axes n'étant plus terminés l'un et l'autre au point , 
et se servant mutuellement de prolongement, le point B ne risquera 
plus, pour ainsi dire, de tomber dans le vide, lorsqu'on aura fait 
la construction du gain pour le cas de la perte, ou vice versa. La 
soustraction définie géométriquement ne sera donc plus impossible, 
comme pouvait l'être la soustraction arithmétique. 

29. Si donc nous désignons par le signe — la soustraction géo- 
métrique, et par x le segment OB, la solution du problème sera 
toujours fournie par l'équation 

la longueur de OB donnant la grandeur du gain ou de la perte, et 
la direction de OB indiquant si c'est à un gain ou à une perte que 
s'applique cette grandeur. 

Si maintenant k représente la fortune primitive, y la fortune 
actuelle du possesseur, on aura, s'il y a gain, 

s'il y a perte, 

yznA — OB. 
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Dans le premier cas, on a évidemment, 

y = i + a?. 

Voyons comment nous pourrons faire rentrer le second cas dans 
la même formule. 

30. Nous avons défini, dans la représentation des grandeurs 
arithmétiques ou absolues, le point initial comme étant l'extrémité 
la plus rapprochée de l'origine 0, le point final comme étant l'ex- 
trémité la plus éloignée de cette origine. En d'autres termes plus 
généraux, nous avons établi, quelle que soit la position du segment 
considéré, que l'on va du point initial au point final en marchant 
de la gauche vers la droite. 

Considérons maintenant le segment OB, qui, suivant sa direc- 
tion, représente un gain ou une perte. En se rappelant que Taxe 
x'OXy indéfini dans les deux sens, a été formé par la juxtaposition 
des axes OxyO'x' {ftg. 4 ei 5)^ indéfinis chacun dans un seul 
sens, on voit que doit être considéré comme le point initial soit 
du gain, soit de la perte. Donc, dans la construction généralisée, on 
ira du point initial au point final de la solution x, en marchant de 
gauche à droite si x représente un gain, et de droite à gauche si x 
représente une perte. 

D'après ces conventions sur les noms à donner aux extrémités 
du segment â?, on voit que, si l'on étend à tous les cas la définition 
que nous avons donnée (n* 23), de Vaddition géométrique, la sous- 
traction de la longueur OB, dans le cas où elle devra avoir lieu, 
sera précisément ce que nous devons appeler addition du segment 
dirigé x. 

Donc, dans tous les cas, si l'on adopte pour l'addition et pour la 
soustraction leurs définitions géométriques, en ayant égard à la 
transposition des noms des extrémités qui correspond au change- 
ment de direction du segment, on aura, pour la solution complète 
du problème, les équations 

y = *+a?, 

dont la première fera connaître le gain ou la perte (celle-ci étant 
considérée comme un gain négatif), et l'autre, la fortune actuelle 
du possesseur. 
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On voit que la soustraction géométrique se fait ici en prenant 
la différence des valeurs absolues, et portant le résultat dans le 
sens affecté au plus grand terme; et que l'addition géométrique 
répond, suivant le sens de a?, soit à une addition, soit à une sous- 
traction arithmétique. 

31 . Nous pouvons encore compléter la généralisation que nous 
avons commencée. Dans la formule 

Faddition géométrique sufQt pour représenter à la fois l'addition 
d'un gain ou la soustraction d'une perte. Si, au lieu de représenter 
par X un gain porté à droite ou une perte portée à gauche, nous 
avions représenté par x une perte portée à droite ou un gain porté 
à gauche, nous aurions obtenu, au lieu de la formule précédente, 
la formule 

qui aurait également répondu à tous les cas, en donnant à la sous- 
traction géométrique la même extension que nous avons donnée à 
l'addition. Donc, lorsque deux quantités, se succédant l'une à l'autre 
d'une manière continue, sont représentées par des segments pris 
sur une même droite dans des sens opposés, l'addition géométrique 
de l'une peut être remplacée par la soustraction géométrique de 
l'autre, et réciproquement; de sorte que l'on passera du cas de 
l'une au cas de l'autre en changeant simplement le signe + ou — 
qui précédait la première, c'est-à-dire en remplaçant + a? par — rc, 
— a? par + â? . 

On peut indiquer ce changement d'avance une fois pour toutes, 
en convenant que, si l'une des quantités est représentée par + a?, 
l'autre le sera par — a? , et établissant, pour règles des opérations 
algébriques, que l'addition se fera en laissant à chaque terme son 
signe, la soustraction en donnant à chaque terme un signe 
contraire. 

Cette convention que nous avons faite relativement au résultat x 
de la première partie de la question, on peut aussi l'étendre aux 
données, et au lieu de représenter par a et 6 les grandeurs d'un 
gain et d'une perte, et d'indiquer explicitement par les signes H- 
et — la nature de ces quantités, on peut convenir que chacune 
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des lettres a, b représentera soit un gain, soit une perte, et sera 
figurée dans le premier cas par une ligne dirigée vers la droite, 
dans le second par une ligne dirigée vers la gauche, les lettres aetb 
renfermant en elles cette notion distinctive de direction. Alors la 
formule 

pourra être remplacée par la formule 

pareille à la formule 

et pouvant servir à la solution non seulement de la question 
actuelle, mais encore des autres questions correspondantes aux cas 
où a représenterait une perte ou b un gain. 

32. Remarquons, enfin, que le problème dont la solution est 
donnée par Féquation 

peut, dans certains cas, être possible ou impossible, suivant que 
Ton donnera ou non à la lettre y la faculté de représenter une dette 
aussi bien qu'un avoir. Dans le premier cas, on supposerait que la 
personne, ayant perdu plus qu'elle ne possède, pourrait contracter 
une dette, en ayant recours à son crédit. Dans le second cas, on 
ne considérerait que les paiements réalisables, et alors un paiement 
surpassant Favoir serait considéré comme impossible. 

Voilà donc encore un exemple d'un cas d'impossibilité dont les 
circonstances ne peuvent être exprimées par des équations. 

33. On donne le nom de quantités positives à celles qui sont 
représentées par des lignes dirigées dans le sens primitivement 
assigné aux quantités arithmétiques ou absolues de même nom, 
et le nom de quantités négatives à celles qui sont représentées par 
des lignesr dirigées en sens contraire. 

Nous désignerons provisoirement, avec Cauchy, sous le nom 
commun de quantités algébriques les quantités dirigées, c'est-à-dire 
les quantités positives et négatives représentées par des lettres 
comprenant implicitement le signe de direction. 
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liv. 

SA. Prenons pour second exempte la relation qui exprime ie 
mouvement uniforme d'un point sur une droite. 
Représentons les temps par des segments pris sur la droite OT, 
FiK. 9. et les espaces par des segments pris sur 

la droite parallèleO'X. SoitO'a = a l'es- 
pace parcouru dans le temps 1 = 1 . Les 
espaces étant proportionnels aux temps, 
Tespace x , correspondant au temps l , sera 
donné par la proportion 



d'où l'on voit comment la valeur a; = a( se construit au moyen 
d'une quatrième proportionnelle. 

Cette construction, qui consiste à déterminer d'abord le point V 
vu la droite 1 a rencontre la perpendiculaire OY , puis à joindre 
Pau point { par une droite qui rencontre O'X à la distanceO'x = x, 
servira évidemment aussi à faire connaître t lorsqu'on donnera x. 

35. Si Von considère les positions du mobile avant le temps que 
l'on a pris pour origine, on voit que le mobile se trouvait sur O'X', 
pj^ ^ à gauche du point 0' , en x' par exemple. Si 

l'on applique à ce cas la construction du 
numéro précédent pour trouver le temps au 
moyen de l'espace, on obtiendra pour repré- 
sentation du temps un segmentOr, de gran- 
deur égale à —t: — • et situé à gauche de 0. 
On est conduit, par les mêmes raisons que 
ci-dessus, à considérer ce temps /' comme négatif, ainsi que l'es- 
pace a:'. L'équation 

x' T= at' 

représentera toujours la solution, en établissant cette règle des 
signes, que le produit d'un nombre positif a par une quantité l ' , 
positive ou négative, est de même signe que ('. 
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36. NuuB avons supposé jusqu'ici le raouvemeDl s'cfiectuant dans 
la directioD même que Ton a choisie pour représenter les temps 
positifs. Supposons maintenant le mouvement dirigé en sùûa con- 
traire, et continuons à compter les segments 
j positivement à droite, négativement à gau- 
: che. Pour( = l,respaceO'a sera négatif, 
[ \'ffnfVlK/i/1^^ ^^ '^ quatrième proportionnelle x aux gran- 
JWË|2BwB^* ^^""^ ■*' •*' ' (pour ' positif), devra être 
I ^^'PS'IP^P^jm dirigée dans le même sens que O'a.et par 
■ éÈ ' m^\ suite devra être négative. (Test précisément 
ce qumdique la construction géométrique étendue au cas où O'a 
est porté vers la gauche. Donc la formule 



subsistera pour a négatif et l positif, à la condition de donner à x 
le signe de a. 
Enfin, si, pour a n^tif, on prend aussi t négatif, Tespace O'x 
devra être égal en grandeur au produit 

O'd X Ot, 

et porté vers la droite, c'est-à-dire positif, et c'est 
ce que donne encore la construction. 

37. On voit donc que la construction de la 
multiplication, définie d'abord pour le» grandeurs 
absolues, puis étendue aux grandeurs pourvues de signes de direc- 
tion, conduit à la règle des signes pour la multiplication des 
quantités algébriques, et, par suite, à toutes les conséquences de 
cette règle. 

Il est évident que tout ce que nous avons dit pour la multipli- 
cation s'applique aussi à la division. 

38. Il résulte de là, en passant à l'élévation aux puissances, que 
toute puissance paire d'une quantité soit positive, soit négative, 
est positivé, et que toute puissance impaire d'une quantité est de 
même signe que cette quantité. 

Si Ton considère enûn l'opération inverse de l'élévation aux 
puissances, c'est-à-diro l'extraction des racines, on voit qu'étant 
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donnée une quantité quelconque, il existera toujours une racine 
de degré impair quelconque de cette guantité, et que cette racine 
unique sera de même signe que la puissance donnée.- 

Etant donnée une quantité positive, on pourra toujours lui trou- 
ver deux racines d'un degré pair quelconque, égales et de signe 
contraire. 

Mais une quantité négative ne saurait être produite par l'éléva- 
tion d'aucune quantité à une puissance paire. Donc une racine de 
degré pair d'une quantité négative est une quantité impossible ou 
imaginaire, tant que l'on n'aura pas rendu l'opération de l'extrac- 
tion de la racine possible dans tous les cas, par une nouvelle 
extension de l'idée de quantité et de la définition des opérations. 

Les quantités arithmétiques et les quantités algébriques, ou, en 
d'autres termes, les quantités positives et les quantités négatives, 
sont désignées par la dénomination commune de quantités réelles. 
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CHAPITRE m. 

DES QUANTITÉS OÉOMÉTRIQTJES, OU QUANTITÉS COMPLEXES. 

§ I". 

Définition des quantités géométriques, 

39. Nous appellerons provisoirement, d'après Cauchy, quanlùé 
géométrique une droite donnée m grandeur et en direction, cette 
direction n'étant plus assujettie, comme pour les quantités algébri- 
ques, à être parallèle à une droite donnée, mais étant quelconque 
dans le plan . 

Deux quantités géométriques sont dites égales géométriquement 
lorsqu'elles ont même langueur et même direction, de sorte qu'on 
puisse les faire coïncider l'une avec l'autre, c'est-à-dire leur donner 
à la fois même extrémité initiale et même extrémité finale^ en 
transportant l'une d'entre elles parallèlement à elle-même. 

La longueur de la droite s'appelle le module de la quantité géo- 
métrique. L'angle que fait sa direction avec un axe fixe s'appelle 
son argument. 

Deux quantités géométriques sont donc égales lorsqu'elles ont 

des modules égaux et des arguments soit égaux, soit différant l'un 

de l'autre d'un multiple quelconque de quatre angles droits. Ainsi 

l'égalité de deux quantités géométriques z, z' entraîne les deux 

égalités numériques 

mod. 2; = mod. f ', 

et 

arg. z = arg. 2:' , 

ou du moins 

arg. 2; =: arg. z'-h^kn , 

k étant un nombre entier quelconque, positif, nul ou négatif. 
' En désignant par r le module et par p l'argument d'une quantité 
géométrique, nous représenterons, du moins provisoirement, la 
quantité géométrique par la notation 

Une quantité positive peut être regardée comme une quantité 
géométrique d'argument ou Sfeic; une quantité négative, comme 
une quantité géométrique d'argument icou(2A;H-1)t:. 
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40. Au lieu de considérer la droite elle-même, il suffît de consi- 
dérer ses deux extrémités, en ayant soin de distinguer Textrémité 
initiale, d'où partirait un point pour décrire la droite dans la direc- 
tion donnée, de l'extrémité finale, où ce point s'arrêterait. 

Si l'extrémité initiale est fixe, et qu'on la prenne pour origine, 
la droite sera déterminée par sa seule extrémité finale, dont le 
module et l'argument seront les coordonnées polaires. Alors la 
quantité géométrique pourra être déterminée par un seul point du 
plan ; et réciproquement, tout point du plan pourra être représenté 
par une quantité géométrique ayant ce point pour extrémité finale, 
et l'origine des coordonnées pour extrémité initiale. 

§ II. 

Addition et soustraction des quantités géométriques. 

41. Après avoir défini Végalité des quantités géométriques, 
définissons maintenant leur addition. 

Nous étendrons aux quantités géométriques la définition de 
cette opération donnée pour les quantités arithmétiques et algé- 
briques. Pour ajouter deux quantités géométriques, on transportera 
l'une d'elles parallèlement à elle-même, de manière que son extré- 
mité initiale coïncide avec l'extrémité finale de l'autre. La droite 
qui va de l'extrémité initiale de la seconde à l'extrémité finale de 
la première est dite la somme des deux quantités géométriques. 

On voit, par cette construction, que la somme de deux quantités 
géonfiétriques est la diagonale du parallélogramme dont les côtés 
sont égaux et parallèles aux droites qui représentent ces quantités 
géométriques. 

La somme de deux quantités géométriques ne change pas lors- 
Fig. i^ qu'on intervertit l'ordre des parties. Ainsi l'on a 




OC = OA-+- AC = OB-+-BC, 

en indiquant par un trait supérieur une droite prise 
en grandeur et en direction, et considérée comme 
une quantité géométrique. 

A ce point de vue, on peut dire qu'un côté d'un 
triangle est égal à la somme géométrique des deux autres côtés. 
De même, la résultante de deux vitesses, de deux accélérations, 



4t éua Un», «Ht-, ai ipit à b i 



Vi,iP:U àétkâtitM de radiîUw rén'je i 
4f:6inUM Ats tapinbûo îurTene, eoi-i-dîR de b « 
f'jwa 

il «o PËmflcra, far défintUcpo, 

ôr=ôc— ÔB. 

La «otmtoacUoo ^eAbdaera doue en Gûsmt eoiaeider les extré- 
mHé§ finale» dei deox leraiet de la diflEéroice, ei prenant pour 
Utit dittéreoce la droite qui fa de Textréoiité initiale dn terme 
pMMtif i te%trémHé initiale da terme oÉ^til. 

4a, On voit que, si Toa conndère ane quantité géométrique 
06', /^leetopposée à 0F, b construction qui doon^aÔC — OB 
ten b même que celle qui donnera OC + OB' ■ 
Donc si Ton considère deux quantités géométri- 
ques opposée», c^est-à-dire ayant des modules 
^aux et des arguments différant de t (ou d'un 
muUiple impair de k), l'addition de l'une de ces 
deux quantités équivaudra à la soustraction de 
l'autre. 
Si donc nous représentons l'une de ces qnan- 
tiUSl par 4- z, nous serons conduits, comme nous l'avons été dans 
le eus particulier des quantités algébriques, à représenter l'autre 
par — î. 
On a donc 

ot, plus généralement, 

k étfint un nombre entier quelconque, positif, nul oii négatif. 

AA. Une quantité géométrique doit être considérée comme nulle, 
uol que soit son argument, lorsque son module sera nul. Il est 
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clair alors que Faddition ou la soustraction de cette quantité n'au- 
ront aucune influence. 

La somme de deux quantités opposées, ou, ce qui revient au 
même, la différence de deux quantités égales est nulle. 

45. La somme de plusieurs quantités géométriques est le côté 
qui ferme le polygone dont les autres côtés sont égaux, en grandeur 
et en direction, aux quantités géométriques données. 

Elle est nulle lorsque le polygone se ferme de lui-même. 

Il est aisé de voir que la somme d'un nombre quelconque de 
quantités géométriques ne dépend pas de Tordre des parties. 

Les théorèmes connus de géométrie font voir que les modules 
de la somme et de la différence de deux quantités sont compris 
Tun et fautre entre la somme et la différence des modules de ces 
quantités, et que le module de la somme de plusieurs quantités est 
moindre que la somme des modules de ces quantités. 

46. Décomposition d'une quantité géométrique en ses compo- 
santés rectangulaires. — Si Ton projette une quantité géométrique 
r^ sur un axe Ox^ la projection, que nous désignerons para;, sera, 
d'après la convention établie pour les quantités algébriques, positive 
ou négative, suivant que p (ou, s'il est plus grand que deux angles 
droits, son complément à 4 droits, Sir — p) sera aigu ou obtus. 

Le rapport, positif ou négatif, de a; à la longueur r est dit le 
cosinus de l'angle p. On a évidemment 

COS (— JO) =^ COS (2;r — f) = COSJ» . 

Si l'on projette de même r^ sur un axe Oy, faisant avec la partie 
positive de Ox un angle droit (compté dans le sens des angles 
croissants), la projection y sera positive ou négative, suivant qde 

l'angle p — w^^'W — p (ou son complément à Stc) sera aigu ou 

obtus. 
Le rapport, positif ou négatif, 

est dit le sinitë de l'angle p. On voit aisément que 

* 

sin{-j)) =: COS (y i A =1 — COS (^—pj =■■ —sinp. 
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V 

On a ainsi, par définition, pour les projections.de r sur les 
deux axes rectangulaires Oo?, Oy, 

y m r sinp . 

Ces deux projections sont les i^oordo7tnée$ rectangulaires du point 
dont r et p sont les coordonnées polaires. 

47. La projection sur Taxe des x est une quantité géométrique 
ayant pour module la longueur absolue de la projection r cosp , et 
pour argument ou lu, suivant qu'elle est positive ou négative. 

La projection sur Taxe des y est une quantité géométrique 
ayant pour module la longueur absolue de rsinp , et pour argument 

4- -^ OU — ^^"9 (ou '-^ ), suivant quelle sera positive ou négative. 

Nous pourrons considérer, pour plus de simplicité, les x négatifs 
comme ayant un module négatif et un argument nul, de même 
que les x positifs. Pour faire la somme géométrique de deux ou de 
plusieurs x de signes quelconques, on fera alors la somme algébri- 
que des modules, et Ton donnera à cette somme l'argument zéro, 
de sorte que Ton aura 



X 







-4- x' ^ -\- X'q +••• = {x-i-X'-hX''-h"\ . 



De même, on considérera les y négatifs comme ayant un module 
négatif, et un argument = —, de même que les y positifs, et Ton 

2 

aura, d'après cette convention, 

y^-^ y\-^ y\-^ •" = {y -^ y -^ y' -^ -)n- 

48. Une quantité géométrique r peut être regardée comme la 
somme géométrique de ses deux projections ou composantes rec- 
tangulaires X ou Xq , y ouy^y de sorte qu'on aura 

T. 

2 

les modules, positifs ou négatifs, xeiy étant déterminés par les 

équations 

x=zr cosp, 

y =: r sin/? , 
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d'où Ton tire 



p = arc cos — = arc sm -^ = arc tang — . 
^ r T y 

Remarque. L'expression arc tang -^ convient également à deux 
directions opposées, aussi bien à celle qui répond aux valeurs 
— - . — - du coçinus et du sinus, qu'à celle qui répond aux 



valeurs -^ » -^ de ces mêmes quantités. Pour abréger l'écri- 
ture, et pouvoir nous contenter dans tous les cas d'introduire 
l'expression de l'arc tangente, qui est généralement la plus simple, 

nous conviendrons que la notation arc tang —, ou, plus explicite- 
ment, arc tang -r^ représente l'arc dont le sinus a le même signe 

que + j/ , et le cosinus le même signe que + x . D'après cette 
convention, on aura 

— y -f- y 

arc tang — ^- = arc tang ^ ± tt . 

— â? H- â? 



49. On peut donc toujours considérer une quantité géométrique 
comme équivalente à la somme de deux composantes suivant des 
directions rectangulaires entre elles. C'est à ce point de vue que 
l'on a donné aux quantités géométriques le nom de quantités com- 
plexes, qui est le plus généralement adopté, et que nous emploie- 
rons le plus souvent dans ce qui va suivre. 

50. L'addition de deux ou de plusieurs quantités complexes se 
ramène à l'addition de leurs composantes, et, d'après ce que nous 
avons vu, l'addition de ces composantes s'exécute sur chaque axe, 
d'après la règle de l'addition des quantités réelles. On a ainsi 

% + ^'p' + ^V"^ •' = (^0 "*■ ^'0 -^ "^0 -^ ••) + (y7r-^- y\+ y\-^ •••) 

2 2 % 
=: (a?H-a?'+a?'-f----)o^- (y-t- y'+ y'-+- •••)„ • 
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La somme de plusieurs quantités géométriques Ir est nulle, 
lorsque les deux conditions nécessaires et suffisantes 

2 a: — 2 rco8^ = 0, 
sont satisfaites. 

51. Si l'on a une égalité entre deux quantité complexes, cette 
égalité se décomposera en deux autres égalités, l'une entre les 
composantes horizontales, l'autre entre les composantes verticales. 

On peut profiter de cette réunion de deux égalités en une seule 
pour présenter les Tormuies sous la forme la plus simple. 

Soit, par exemple, un triangle rectiligne ABC. Prenons pour arc 
de projection une droite quelconque Ax, faisant un angle avec 
le côté AR. L'^alité géométrique 

FIg. is. _ _ _^ ^ _ 

pourra s'écrire 

c ^b + a 
6 e-t-A e-B 

En donnant à d diverses valeurs convenables, 
et ayant égard à l'équation 

A + B + C^n, 

cette formule fournira successivement toutes les formules de la 
trigonométrie rectiligne, et elle les résume toutes de la manière 
la plus succincte. 

52. Des séries à termes complexes. — De ce que nous venons 
d'exposer sur Taddition des quantités complexes, it résulte qu'une 
série dont les termes sont des quantités complexes est convergente, 
quels que soient les arguments, toutes les fois que la série des 
modules est convergente, pourvu que l'on définisse la convergence 
des séries complexes par une extension de la définition de la 
convergence des séries nouvelles. 

Une série réelle est dite convergente lorsque, pour n assez grand, 
la somme des k termes qui suivent le n'*"* tend vers zéro, quel 
que soit h , pourvu qu'il ne dépende pas de n. 
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De même, une série complexe sera dite convergente y lorsque , 
pour n assez grand/ le module de la somme des k termes qui 
suivent le n**"' tendra vers zéro, quel que soit ft, indépendant 
den. 

Si la série des modules est convei^ente, en la représentant par 



rWH.r<*) + ... + r'-' + ..., 



alors on devra avoir 



r<"+*' + r'"+*'+...-f-r^"+*' 



infiniment petite pour n infini, quel que soit k 
Soit maintenant 



/)_h/)+...+z'*^+... 



la série complexe, dont les termes ont pour modules 



Le module de la somme des k termes qui suivent le n^'^y 

(11+1) . (fi+2) . . («-4-k) 

est moindre que la somme des modules de ces termes, laquelle 
tend, par hypothèse, vers zéro pour n infini, quel que soit k. 
Donc il en est de même a fortiori du module de la somme 
îj («■+-*) 4- — I- 2;^**"^*). Donc la série complexe est convergente, 
quels que soient d'ailleurs les arguments de ses termes. 

On. voit aisément que la convergence d'une série complexe 
entraine la converge des deux séries réelles qui ont pour termes 
les composantes horizontales et verticales des termes de la série 
complexe, et réciproquement. 

53. Considérons une quantité complexe variable, dont l'extré- 
mité initiale est fixe, et que l'on peut représenter par sa seule 
extrémité finale. Nous désignerons, dans ce cas, par la même lettre z 
la quantité complexe rp elle-même et son extrémité finale. 

Si le point z passe de la position 2; è la position z' , la différence 
z' — z représentera en grandeur et en direction la distance de ces 
deux positions. 



33 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

Si Ton fait varier d'une manière continue la quantité complexe z , 
ou, ce qui revient au même, son module r et son argument p, ou 
encore ses deux composantes a; et j/, le point % se déplacera, en 
décrivant une certaine ligne dont la forme dépendra de la relation 
arbitraire que Ton établira entre les coordonnées polaires r et p, 
ou entre les coordonnées rectangulaires x et y. Nous appellerons 
cette ligne le chemin ou la trajectoire du point z . 

Lorsqu'on suppose les deux positions z, z' infiniment voisines, 
leur distance, représentée en grandeur et en direction par la diffé- 
rence infiniment petite z' — 2, sera dite la différentielle de la 
variable z, et nous la désignerons, en conséquence, par le sym- 
bole dz . 

Toutes les règles de la différentiation des quantités réelles qui 
ne dépendent que des règles de l'addition et de la soustraction, 
subsistent aussi pour les quantités complexes. On aura ainsi 

dz = d{x^) -+- d {yj = {dx)^ + (dy)^. 

T 1 

54. Le module de la quantité complexe dz, que nous représen- 
terons par p , a pour valeur 

C'est l'élément infiniment petit ds de la courbe décrite par le 
point z . 

Pour que dz soit infiniment petit, il faut et il sufiit que son 
module p soit infiniment petit. 

Mais l'argument de dz, c'est-à-dire l'angle 

^ = arc tang -^ 

n'est assujetti à aucune condition, et peut prendre une valeur finie 
quelconque, dépendant de la forme du chemin de z . 

55. Le chemin de z est la limite du polygone infinitésimal qui 
a pour côtés les accroissements dz successifs. La distance des deux 
positions extrêmes de z est la limite de la somme géométrique des 
côtés de ce polygone. Nous représenterons cette limite de somme 
d'éléments infiniment petits par le signe d'intégration. 
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Si donc le point z, partant de Forigine, arrive en Z après avoir 
décrit un chemin quelconque, la quantité géométrique ÔZ, ou le 
pomt Z qui la représente, seront désignés par l'intégrale 

(1) Z = Idz , 



comme dans le cas des quantités réelles. 

De même la droite qui joint les deux points z^^^ et Z de la trajec- 
toire sera égale à l'intégrale 



(2) Z-z^"' = / ^/^ 






Si le chemin de % est une courbe fermée, alors en revenant au 
point de départ on a Z = é^^. Donc l'intégrale/dz , prise tout le 
long d'un ooniow fermé quelconque, est nulle. 

D'après ce que nous voyons ici, les valeurs des intégrales (1) 
et (2) ne dépendent que des limites de l'intégration, et nullement 
du chemin parcouru entre ces deux limites. C'est grâce à cette 
indépendance que nous avons obtenu les valeurs de ces intégrales 
sous la même forme que dans le cas d'une variable réelle. Mais 
nous verrons plus tard qu'il ne faudrait pas étendre trop loin cette 
généralisation. 

I m. 

Aluliiplication, division et élévation aux puissances entières des quantités 

géométriques, 

56. La définition de la multiplication par une quantité réelle se 
déduit de la définition de l'addition pour les quantités complexes 
comme pour les quantités réelles. 

La multiplication par un nombre entier m est l'addition de m 
quantités égales au multiplicande. Ces quantités égales ayant même 
argument, la multiplication se réduira à la multiplication du 
module, de sorte qu'on aura 

(1) r^xm = ^mr)^ . 

De la multiplication par un nombre entier on passe, à l'aide du 
raisonnement connu, à la division par un nombre entier, puis à 
la multiplication par une fraction, et enfin, en invoquant le prin- 
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cipe des limites, à la muUiplicatioQ par ud nombre incomrdeDSU' 
rable. On en conclura, dans tous les cas, que, pour multiplier une 
quantité géométrique r, par un nombre quelconque m, commen 
surable ou non, il suffit de multiplier le module r parce nombre, 
sans changer l'argument. 

On peut maintenant représenter la multiplicateur m par le rap- 
port de deux lignes, Om : 01 . Soit alors Ce = r le multiplicande. 
Fiï iB. 0" multipliera le module 0« par m en construi- 

Isant le triangle Omw semblable à Olz, et 
puisque l'argument ne doit pas changer, ffw* 
représentera, en grandeur et en direction, le 
produit de 2 par wi . 
On voit que la construction revient à joindre 
les points 1 et 2, et à mener par l'extrémité m du multiplicateur 
une parallèle mw hiz, jusqu'à la rencontre de la droite 0? . 

57. Le multiplicateur arithmétique Om peut être considéré 
comme une quantité algébrique positive. Étendons maintenant la 

Fie- n. même construction au cas où le multiplicateur 

Iest une quantité négative. Alors le produit Ow, 
au lieu d'avoir la même direction que Oz, 
sera dirigé suivant le prolongement de Oz . 
On a donc 

(3) r^X (-m)= (rar)^^„ = — (mr)^. 

Or, la quantité algébrique ih m peut être regardée comme une 
quantité géométrique de module m et d'argument ou ic , et on 
peut la représenter par wt;, ou par rB„. Dès lors, les deux formules 
précédentes (I) et (2) deviennent 

J'y X m„ = (r. m)^^j, , 

et l'on peut dire que la multiplication d'une quantité complexe par 
une quantité algébrique s'effectue en faisant le produit des modules 
et l'addition des ai^uments des deux facteurs. 

58. Supposons maintenant que l'on applique la même construc- 
tion au cas où le multiplicateur réel ±m est remplacé par une 
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quantité géométrique quelconque z'= r' ,. On devra construire 

sur Oz' un triangle Ozw semblable au triangle 01 2. La 

Fig.i8. quantité géométrique Ott;, ainsi obtenue, aura 

pour module Ot(; = rr' et pour argument 
wOx = p + p\ 

Il est clair que Ton aurait obtenu la même 
quantité w , en construisant sur Oz un. triangle 
Ozw semblable à 01 z ' . 

On peut donc, dans cette opération, prendre 
Fune pour l'autre les deux quantités z et z' . 
Cette opération jouit donc de la propriété fondamentale de la mul- 
tiplication. Donc il est permis de lui donner le nom de multipli- 
cation. 

Nous définirons donc la multiplication des quantités complexes 
comme une opération qui consiste dans la multiplication des 
modules et dans l'addition des arguments des facteurs; de sorte 
que Ton a, par définition, 

r X r' , = (rr') 

Cette règle comprend, comme cas particulier, la multiplication 
de deux facteurs algébriques ou d'un facteur complexe par un 
facteur algébrique. 

59. Si l'on considère maintenant un nombre quelconque de 
facteurs complexes, 

% ' ^ p' ' ^ p" ' "" ' 
il est aisé de voir que, de la définition donnée pour le cas de deux 
facteurs, résultera la définition pour le cas d'un nombre quelconque 
de facteurs, laquelle sera exprimée par la formule 

r X r\X r\,X '" = irr'r\.,) , ,. ; 

et de cette définition résulte immédiatenient que le théorème sur 
l'interversion des facteurs d'un produit s'étend au cas où le nombre 
des facteurs est quelconque. 

On en conclut que toutes les règles de l'algèbre relatives à la 
multiplication des monômes s'appliquent aux produits de quantités 
complexes. 

Pour diviser l'une par l'autre deux quantités complexes, on 
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prendra lé quotient des modules et la diSërence des ai^uments, 
de sorte que Ton aura 



60. Pour élever une quantité complexe à une puissance entière, 
on élèvera le module à celte puissance, et l'on multipliera Targu- 
ment par l'exposant de la puissance. Ainsi, 



(%)• = ('■).,• 



Cette formule est encore vraie lorsque m est un nombre entier 
négatif. 

On peut construire simplement la puissance m de la quantili'- 
géométrique r. Pour cela, soit 01 =1,, OA,= r. Joignons 1A,; 
Fil. 19. P"'^ construisons la suite des triangles sembla- 

bles 01 A,, 0Â,A,,0A,A,>-—'^"3''i'3^u(^(^^^'~ 
vement DA,=^ (r^)', ÔÂ,= (r^)', .... 

Le lieu des points 1 , A, , A, , ... est une spi- 
rale Ic^rithmique. 

On peut abréger la construction dans certains 
cas. Ainsi, pour obtenir (r)*, on construirii 
OA,= (''j,)'; puis on fera le triangle OA, A. 
semblable à 01 A, , ce qui donnera 

ÔÂ. = (ÔÂ.)' = [(r^)'J = (r^)V 

61. Soient maintenant deux quantités complexes OA = z, 
Â^B = z ' . Pour faire les produits GT' , ÂF' de ces deux quantités 
pt«. »). par une troisième w , on construira 

deux triangles semblables OAA ' , ABB ' . 
En menant A 'C égal et parallèle àAB', 
OC sera la somme de ces produits. Or, 
on démontre facilement que le triangle 
OCB est semblable à chacun des deux 
précédents. Donc QZ représente le pro- 
duit de ÏÏB ^ ÔÂ -1- ÂB par le même 
multiplicateur w . 
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On conclut de ta que, si z^ z' etw sont trois quantités cofnt 
plexes, on a 

{Z-h Z'),W = Z^W -hZ' .W , 

Donc pour multiplier une somme de quantités complexes par 
une quantité complexe, on multipliera chaque partie de la somme 
par le multiplicateur. 

De là découle Textension aux quantités complexes de toutes les 
règles relatives à la multiplication et à la division des polynômes 
réels, ainsi que des formules pour les puissances entières des 
binômes et des polynômes. 

En un mot, les règles pour la formation des fonctions ration- 
nelles sont les mêmes pour les quantités complexes que pour les 
quantités réelles. 

62. Considérons spécialement le cas des quantités représentées 
au moyen de leurs composantes rectangulaires 

2 2 

et appliquons à la multiplication de ces quantités la règle de la 
multiplication des polynômes. On aura 



(^o^-y^)(^'o-^»V) 



zz' = 

2.2 22 

Lorsque les modules x^y^x' yy\ sont tous positifs, le produit 
devient évidemment 

zz' =^ {XX') ^-^{xy') „ + (ya?')„ ^-^{yy')n n 

0+0 0+_ -4-0 -+- 

= {xx')^-^ {xy')^-h {yx')^-h {yy')^ ^ 

OU, à cause de (yy')„ = —{yy') , 

zz' = {xx'—yy'\+{xy' + yx% . 

T 
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Si un module, x par exemple, était négatif et = — x, on aurait 

^o^'o= ^ir^'o= (^^');r= (— a?a?')^ = (a?a?')o» 

et de même pour les autres cas, de sorte que le résultat précédent 
est tout à fait général. 

63. On peut arriver au même but d'une manière plus simple, 
en se servant d'une notation plus commode. 
On a, d'après la règle de la multiplication, 

et cette formule subsiste encore, lors même que r est un module 
susceptible de signe. On a donc 

r X r' . := r^r' x 1 . 1 , = rr' . 1 

p^ f I» f p-i-p' 

On peut donc, dans la multiplication des quantités géométriques, 
mettre en facteur le produit des modules, et remplacer ensuite les 
modules par l'unité. 

D'après cette remarque, écrivons la quantité complexe x^ + y^ 
sous la forme ï 

Remarquons maintenant que lo est l'unité absolue, que l'on peut 

se dispenser d'écrire comme facteur. Désignons ensuite par la 

lettre i X unité imaginaire l^r , ou celui des rayons du cercle de 

T 
rayon 1 , qui est mené perpendiculairement au diamètre horizontal . 

La quantité complexe se présentera alors sous la forme 

x-f- iy . 
En appliquant la règle de la multiplication aux deux binômes 

x-hiy , x'+iy' , 

on devra remarquer que l'on a 



'•'= (0*= *..= *. = -*' 



2/ 2 



et, par suite, on remplacera le carré de la quantité géométrique i 
par — 1 . La formule du numéro précédent deviendra alors 

(1) (x-^iy) (x'-i-iy') = xx' — yy' + i {xy' -\- yx') , 
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xx' — yy' étant une quantité d'argument zéro, et le produit 

i{xy'-^yx') := {xy'-^yx') . 1^ 

étant la même chose que (iry'+ !/«')7r . 

T 

D'après cela, les quantités complexes, mises sous la forme 
x + iy^ pourront être traitées suivant les règles de calcul établies 
pour les quantités réelles, pourvu que Ton traite le symbole i 
comme une quantité dont le carré est — 1 . 

Dans le binôme x + iy^ la composante x porte le nom de partie 
réelle; la composante ty , celui de partie imaginaire. 

Nous appliquerons toujours la dénomination S" imaginaires pures 
ou simplement S imaginaires aux quantités de la forme ly, for- 
mées par la multiplication d'une quantité réelle et de Xunité ima- 
ginaire. 

64. On déduit de là les moyens, indiqués dans les Traités d'Al- 
gèbre, pour ramener les produits, les quotients et les puissances 
entières de quantités complexes à la forme u + iv de quantités 
complexes. On traitera i comme une quantité ayant pour carré 

et, par suite, pour puissances successives 



.s 


= 


— i 




1 


+ 1, 


t 




+ t , 



6uw* • • • y 

et en général, n étant un nombre entier quelconque, positif ou 
négatif, 

.4n 
t = -h 1 , 

% = —1 , 

I = I . 

Remarquons en particulier que l'on a 
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66. Théorème de Moivre. — L'équation 

(2) 1.1=1, 

que nous avons établie comme cas particulier de la multiplication , 
contient, avec l'équation (1) du n"" 63, toute la théorie des fonctions 
circulaires. 

D'après ce que nous avons vu, les fonctions cosp et sinp ne 
sont autre chose que les composantes rectangulaires de la quantité 
géométrique 1 . On a donc 

(3) 1 = cosp -h isinp . 

En substituant cette valeur et les valeurs analogues de 1^ et de 
^p+q à^^^ l'équation (2), et effectuant la multiplication d'après la 
règle exprimée par l'équation (1) du n* 63, il vient 

(cos j? CCS j[ — sin^ sin j' ) -+- * ( sin j» ces g -+■ cosp sin g ) 

=r- ces {p -h g) -h * sin {p-\- g) » 

Les deux membres sont deux quantités géométriques dont l'égalité 
entraîne celles de leurs composantes de même nom. On a ainsi 
les équations fondamentales de la trigonométrie, 

cos{p -^ g) =r cos^ ces g — sinj» sin g , 
sin {p+ g) = sin j» ces g 4- cosp sin g , 

avec toutes leurs conséquences. 

66. De l'équation (2) on tire, pour m entier quelconque, 

(if = 1 , 

\ pJ mp ^ 

OU, en mettant pour 1^ et pour 1^^ leurs valeurs tirées de la for- 
mule (3), 

{cosp + tsinp) = cos mp -h isinmp . 

On peut toujours supposer, dans cette égalité, l'exposant m posi- 
tif, en donnant à p un signe convenable, ou, ce qui revient au 
même, en remplaçant i par — i . On développera alors le premier 
membre par la formule du binôme, et on le ramènera à la forme 
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U sera la valeur de cos mp y Y celle de sin mp , développées sui- 
vant les puissances et les produits de cos p et de sîn p . 

Nous n'insisterons pas ici sur les autres conséquences de la 
formule (2). 

§ IV. 

Puissances fractionnaires des quantités géométriques. — Équation binôme. 

67. Considérons maintenant l'opération inverse de l'élévation 
aux puissances, l'extraction des racines. 

La racine m**"* de r est définie par l'équation 

m 

tp = r 

p 

Or, si Ton prend une quantité géométrique ayant pour module r"* 
et pour argument — , il résulte de ce qu'on a vu dans le paragra- 
phe précédent, que la puissance m**"* de cette quantité sera r . 

On aura donc 

1 1 

m 

68. Nous avons remarqué (art. 39) que si l'on donne, comme 
cela a lieu généralement, une quantité géométrique par sa position 
sur le plan ou par ses composantes rectangulaires, l'argument p 
n'est déterminé qu'à un multiple quelconque de 2 tc près, de sorte 
qu'on pourra toujours le représenter par 

k étant un nombre entier indéterminé, positif, nul ou négatif. 
Donc l'argument de Ç^r^ , ou plutôt de f^^f^^Tk^» ^"^^ P^^r valeur 
un quelconque des angles compris dans la formule 

tandis que le module de cette racine aura une valeur arithmétique 

r"* parfaitement déterminée. 

Les directions distinctes qui répondront aux diverses détermi- 
nations de Ç^7^ , s'obtiendront en donnant à & les m valeurs 
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Les directions qui correspondent à des valeurs de k différant entre 
elles d'un multiple de m , se confondront ensemble. 

69. On peut représenter d'une manière très simple la multipli- 
cité de valeurs d'une puissance fractionnaire d'une quantité géo- 
métrique. 

Sur le cercle de rayon 1 ayant pour centre l'origine, élevons un 
cylindre de révolution, et traçons sur ce cylindre une hélice d'un 
pas quelconque, que nous pourrons supposer infiniment petit. 
Prenons cette hélice pour directrice d'un hélicoïde gauche, ayant 
pour axe l'axe du cylindre, et dont nous pourrons supposer les 
génératrices terminées toutes à cet axe (*). 

En prenant pour unité d'arc d'hélice l'arc qui a pour projection 
l'unité d'arc de cercle, la spire de l'hélice ayant ainsi pour mesure 
le nombre 2 tu , nous pourrons représenter la quantité géométrique 
r par une génératrice de l'hélicoïde ayant pour longueur r , et 
interceptant, à partir de l'origine des arcs d'hélice (que nous sup- 
poserons coïncider avec l'origine des arcs de cercle), un arc égal 
à p . Si l'on imagine le pas de l'hélice infiniment petit, les diverses 
nappes de Thélicoïde viendront coïncider avec le plan horizontal, 
qui se trouvera ainsi composé d'une infinité de nappes superposées. 

Une quantité géométrique donnée par un point du plan horizontal 
sera représentée sur l'hélicoïde par un quelconque des points de 
cette surface situés sur la verticale du point donné. Les rayons 
vecteurs ou les modules de tous ces pointe seront égaux au module 
de la projection. Mais les arguments, mesurés par les arcs d'hélice 
interceptés par les rayons vecteurs à partir de l'origine commune, 
seront égaux à l'un quelconque d'entre eux, à celui, par exemple, 
qui a même valeur numérique p que l'argument de la projection, 
plus ou moins un nombre entier quelconque de spires de l'hélice. 
Ces arguments sont donc représentés par la formule 

l'entier k pouvant prendre toutes les valeurs = . Ainsi, les 



(*) On supposerait les génératrices prolongées dans les deux sens à partir 
de Taxe, si l'on voulait introduire la considéralion des modules négatifs. 
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quantités géométriques de même projection r^ auront pour formule 
générale 



^ ai. • 

P + SfcTT 

70. Si l'on élève r ^^^^ à une puissance quelconque m , cette 
puissance aura pour expression 

\ T ) 

et le module r^ de cette puissance sera, dans tous les cas, une 
quantité arithmétique déterminée. 
Si l'exposant m est entier, les différentes valeurs de l'argument 

différeront entre elles de multiples exacts de 2ir . Elles correspon- 
dront donc à des directions dont les projections se confondront ; 
de sorte que toutes les valeurs de 

(rp+îfcîf ) 

seront des quantités géométriques égales, les points de Vhélicoïde 
qui les représentent étant tous situés sur une même verticale. 

Lorsque, au lieu de l'entier m , on prend pour exposant une frac- 
tion — , m et n étant des entiers premiers entre eux, les restes de 

la division km par n seront, dans un ordre quelconque, les n 

nombres 

, 1 , 2 , ... , n — 1 , 

lorsqu'on donnera à k toutes les valeurs possibles. Donc les valeurs 
de l'argument 



seront de la forme 



m CM ^ 
n n 



—•p H hSAtt , 

n ^ n 



k étant un nombre entier quelconque, positif, nul ou négatif, et 
fx un des w nombres 

, 1 , 2 , ... , n — 1 . 

En faisant abstraction du terme 2 A; tc , on voit que les valeurs 
de l'argument correspondent à n directions distinctes, partageant 
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la ciFeonférence de base en n parties égales. Donc les points de 
Thélicoïde qui représenteront les diverses valeurs de 



m 

n 



se trouveront sur n verticales différentes, distribuées régulièrement 



m 



sur la surface d'un cylindre de rayon r" , et elles auront n pro- 
jections distinctes, qui. diviseront en n parties égales la circonfé- 
lence de base de ce cylindre. 
Donc, tant que Targument p n'est connu qu'à un multiple de 



m 



2 TU près, la puissance fractionnaire (r^)** aura n valeurs distinctes, 
de même module, mais d'arguments différents. En d'autres termes, 
l'équation 

z =: (a-heo) 

a n racines distinctes, lorsque m et n sont premiers entre eux, et 
en particulier lorsque m = 1 (*). 



(*) Si m n*est pas premier avec n , remplaçoDS m et n par Xm , Xn . 
L*équation deviendra 

Si Ton met ( a + » 6 ) sous la forme 

^P Am(y + t»7r)' 

on aura, sans ambiguïté/ 

m et n étant premiers entre eux. n y aura donc n solutions. 
Mais, si Ton écrivait 

l'argument de z serait 

m 2fc 



le résidu de r — étant susceptible de Xn valeurs, tandis que celui de -? — 
An \n 

n*en avait que n . 
On aura donc n ou Xn solutions, suivant que Ton supposera donnée la 

valeur de a -H ib ou celle de (a 4- 16) " . 
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74. Examinons spécialement le cas de la racine carrée. On voit 

Fig. 21. fl"®> si OA = r^ ou f^^îjfcTT , on obtiendra la 

valeur de la racine carrée de OA , ou la va- 

leur de (r")„ , en construisant une 

moyenne proportionnelle OB entre les lon- 
gueurs 01 et OA , ej portant OB sur la bissec- 
trice de l'angle AOo? ou sur son prolongement 
OB', suivant que k sera pair ou impair. 

72. Si Ton propose, en particulier, d'extraire la racine cadrée 
d'une quantité négative 

— r = f 

on pourra d'abord faire abstraction du module, puisque l'on a, en 
général, 

et qu'ainsi il suffit, dans tous les cas, d'opérer sur 1 , et de mul- 
tiplier le résultat par la valeur arithmétique de la puissance du 
module. 
Or, on a — 

S s 

selon que k est pair ou impair, en posant donc, comme nous 
l'avons déjà fait (art. 63), 

1 

la valeur générale de la racine carrée de — i = \iit^i)Tt ^^^ ^ ^ • 
Donc __ 

|/^=T= ±tk'r . 

73. Supposons enfin que Ton fasse tendre ~ vers un nombre 

m 

incommensurable a . Le module de (r )* tendra vers une limite 
déterminée r^ . Mais les n points du cercle, qui déterminent les n 
valeurs de l'argument, deviendront infiniment nombreux et infini- 
ment rapprochés, de sorte qu'il y aura toujours une des valeurs de 
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l'argument qui aura pour limite un angle quelconque choisi arbi- 
trairement. 

Donc si, comme c'est le cas ordinaire, r n'est donné que par sa 
projection sur le plan, et non par sa position même sur l'hélicoïde, 
c'est-à-dire si l'on ne connaît l'argument de r^ qu'à un multiple 
de 2ic près, une puissance incommensurable de r aura bien un 
module déterminé r« , mais l'argument de cette puissance sera 
absolument indéterminé ;**de sorte que (r )« sera représenté par un 
point quelconque du cercle de rayon r" . En d'autres termes, si l'on 
pose . , .,.a 

X et y pourront prendre toutes les valeurs pour lesquelles on aura 

On ne pourra donc faire usage de la fonction (r )«, pour a incom- 
mensurable, que lorsqu'on pourra se contenter de connaître les 
limites entre lesquelles cette quantité est renfermée, ce qui arri- 
vera, par exemple, si r est infiniment petit. 



i V. 

Des équations algébriques. 

74. D'après ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent, 
une équation binôme, qui, en quantités réelles*, pouvait avoir au 
plus deux racines, quelquefois une seule ou même aucune, aura 
maintenant dans tous les cas, par l'introduction des quantités 
géométriques et la généralisation des opérations, autant de racines 
distinctes qu'il y a d'unités dans son degré, quel que soit ce degré. 

On peut conclure de là que toute équation algébrique résoluble 
par radicaux, c'est-à-dire pouvant se ramener à la résolution des 
équations binômes, sera toujours susceptible d'une solution en 
quantités complexes, d'où l'on conclut, par le raisonnement connu, 
qu'elle admettra toujours un nombre de racines égal à son degré. 
Tel est, en particulier, le cas des équations des quatre premiers 
degrés. 

Mais cette propriété s'étend aussi à toute équation algébrique 
d'un degré quelconque. On sait que, pour le démontrer, il suffit 
de faire voir que toute équation algébrique, à coefficients réels ou 
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complexes, admet au moins une racine complexe, de la forme r^ 
ou a? + iy . Nous allons reproduire ici la démonstration de ce 
théorème donnée par Legendre, en la présentant à peu près sous 
la même forme qu'Argand (art. 12). 

75. Soit 

un polynôme entier et rationnel de degré m, dont les coefficients 
«0, flj, ..., a« sont des quantités quelconques, réelles ou com- 
plexes. Pour chaque valeur de la variable 

z = r^ x-hiy , 

on pourra construire les divers termes du polynôme; en les ajou- 
tant, on obtiendra un polygone, généralement ouvert, et le côté 
Rp qui fermera ce polygone, sera la valeur du polynôme f{z). 

Nous allons démontrer que, pour une valeur de z convenable- 
ment choisie, le polygone se ferme de lui-même, et que l'on a 
alors R = ou f{z) == 0. 

Remarquons d'abord que, pour une valeur infiniment grande du 
module de z, le module du premier terme a^z"^, c'est-à-dire 
r"* X mod.tto , finira par surpasser autant que Ton voudra le 
module de. la somme des autres termes, et, par suite, l'extrémité 
finale du polygone s'éloignera autant que l'on voudra de l'origine. 

11 est évident, ë'un autre côté, que, parmi les positions, en 
nombre infini, que peut prendre z dans toute l'étendue du plan, il 
y en a une qui donne pour le module R de f{z) une valeur mini- 
mum, et, d'après la remarque précédente, ce module minimum 
ne peut correspondre qu'à une valeur finie du module de z . Il faut 
prouver maintenant que celte valeur minimum de R ne peut être 
autre que zéro. 

76. Soit, s'il est possible, ii; = Rp la valeur de f{z)y de module 
Fig. îî. minimum, ce module étant différent de zéro, et 

soit z la valeur correspondante de la variable. 
Donnons à z un accroissement infiniment petit 

et voyons quelle sera la forme de l'accroisse- 
ment correspondant du polynôme f{z) 
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Le terme ajT devient 

X désignant, abstraction faite de sa valeur numérique, une quantité 
qui ne devient pas infinie pour dz = 0. L'accroissement du terme 
en question sera donc 

En calculant de même les accroissements des autres termes, et 
faisant la somme, on obtiendra, pour Taccroissement de f{z)y une 
expression de la forme 

[-H I ni 9 T % 

ma^z H- (tw — i)a^z -+-••• "*-^«,_J^^"*" *^^ » 

où le coefficient de dz n'est autre chose que la dérivée de f{z). 
Donc 

d.t{z) = f{z)dz + i^dz^^ 

Supposons d'abord que f\z) ne soit pas nul, et soit 

La valeur de d.f{z) pourra s'écrire 

d.f{z) = (RV)pvy + '^(Aî'» 

expression qui, pour p infiniment petit, différera infiniment peu 
de son premier terme. Donc, en supposant que l'on fasse décrire 
au point z + dz \xïi cercle de rayon infiniment petit p autour du 
point z , le module de df{z) différera infiniment peu de R'p , et 
son argument différera infiniment peu de P ' + <p . Donc le point 
w' -— f{z+dz) décrira autour de w une courbe infiniment peu 
différente d'un cercle, et dont le rayon vecteur fera, avec le rayon 
vecteur du cercle décrit" autour de 2; , un angle presque constant 
et infiniment peu différent de P ' . 

Lors donc que l'on fera parcourir à z-\-dz le cercle complet 
autour de z , la fonction f{z 4- dz) devant, au bout de cette 
révolution, reprendre sa valeur primitive, décrira complètement la 
courbe fermée autour de iv , et rencontrera par conséquent je 
rayon vecteur Ow quelque part entre eiw y si l'on a pris p assez 
petit pour avoir R'f < R , ce qui est toujours possible, tant que 
R n'est pas nul. Mais alors, pour la valeur de f qui répond à cette 



I 



v 



\ 
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rencontre, le module de f{z + dz) est moindre que celui de f{i). 
Donc le module de f{z) n'était pas un minimum, comme on Favait 
d'abord supposé. 

Nous avons admis, dans cette démonstration, que f'{z) n'était 
pas nul. Si l'on avait f*{z) = , on pousserait le développement 
plus loin, et, en désignant par 



1.2... w P' 

le coefficient de la puissance la moins élevée de dz qui ne dispa- 
raisse pas, on aurait 

' ^ 1.2... n '^ ^P'4-ny ^^ (n + l)y 

expression qui diffère infiniment peu de son premier terme. On 
verrait de même que si z+ dz fait le tour de % sur un cercle 
infiniment petit, ou seulement la n'**"* partie de ce tour, f{z + dz) 
fera le tour complet de ti; , et l'on en conclura de la même manière 
que le module de f{z) ne peut pas être un minimum, s'il est 
différent de zéro. 

Donc puisque ce minimum existe, et qu'il ne peut pas être 
différent de zéro, il est nécessairement égal à zéro. Donc Inéquation 

f{z) = 

a au moins une racine de la forme r ou a; + iy , d'où l'on conclut 
ensuite qu'elle en a non-seulement une, mais m, c'est-à-dire 
autant qu'il y a d'unités dans son degré. 

Ce théorème démontré, on peut établir alors d'une manière 
générale toutes les propriétés fondamentales des équations algé- 
briques. 



50 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 



CHAPITRE IV. 

DES FONCTIONS EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES D'uNE VARIABLE 
COMPLEXE, ET DE LEURS FONCTIONS INVERSES. 

Des exponentielles à exposant complexe. 

77. DeFéquation 

1.1=1 

il résulte que k fonction t jouit de la propriété générale exprimée 
par réquation fonctionnelle 

laquelle caractérise, conome on sait, les exponentielles réelles. On 
est donc conduit à rapprocher la fonction 1^ des exponentielles. 
Or, si Ton développe en série l'expression 

1 = cosp-t- 1 sinp , 
il vient 

p ~ "^ 1 2! 31 41 *•• ' 
ce que Ton peut écrire aussi sous la forme 

p ^^ 1 ^ 21 ^ 31 41 ^"' ' 

Le second membre de cette égalité n'est autre chose que ce que 
devient le développement de l'exponentielle 

.^, X , œ X* a^ X* 

(2) e = I + _ + ^ + — .+ _+..., 

lorsqu'on y remplace x par ip . 

Si donc on prend cette série, qui est toujours convergente, pour 
définition de l'exponentielle 6^, la même définition, appliquée au 
cas où l'on remplace x par ip , donnera pour résultat 1 . Il sera 
donc naturel de désigner cette quantité 1 par le symbole e'^, de 
sorte que l'extension de la définition de l'exponentielle par la série, 
pour le cas de l'exposant imaginaire, s'obtiendra en posant 



^p 1 
e = i 



p 
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Cette exponentielle imaginaire ainsi définie satisfaisant, comme 
l'exponentielle réelle, à Téquation caractéristique (1), sur laquelle 
est fondé tout le calcul des exponentielles, il s ensuit de là que le 
calcul des exponentielles imaginaires se fera par les mêmes règles 
que celui des exponentielles réelles. 

Remarquons en particulier les équations suivantes, qui résultent 
de cette définition : 

^''^^ == cos2A7r-M'sin2A7r = 4- 1 , 

k étant un nombre entier quelconque ; et de même 

(tiiH — )ni 



m tTci 



("-t)^*' 



(i * z= e * = e ' == — « 

78. Si, dans Téquation de définition (2), on remplace x succes- 
sivemeat par deux quantités quelconques u et v , on prouvé récî- 
proquem^t, par des identités algébriques, qu'il résulte de cette 
définition fégalité 

e . e =^ e , 

c'est-à-dire que toutes les fois que l'on prend l'équation (2) pour 
définition de Texponentielle à exposant quelconque, réel, imaginaire 
ou complexe, cette exponentielle satisfait toujours à l'équation 
fonctionnelle (1). 

Donc les règles du calcul des exponentielles, déBnies par l'équa- 
tion (2), subsisteront, quelle que soit la nature de l'exposant, et 
l'on aura, pour des valeurs quelconques de u et de v , 

U V tt + V 

e . e ^ e , 

^ tt — V 

V ' 

e 

f u ^m mu 

{e ) ^ e , 

m étant une quantité réelle quelconque. 

Si l'on remplace m par une quantité complexe quelconque v , 
nous prendrons pour définition de la puissance (e^y l'équation 

{e ) = e = {e ) y 
qui est une extension de la formule établie pour les exposants réela. 
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79. Nous pouvons maintenant remplacer la notation provisoire, 
que nous avions employée jusqu'ici pour représenter les quantités 
géométriques, par une notation plus commode et plus expressive. 
On a, d'après ce qu'on vient de voir, 



C'est sous cette dernière forme que nous représenterons désormais 
les quantités géométriques dont la multiplication et l'élévation aux 
puissances rentreront dès lors complètement dans les règles géné- 
rales de l'algèbre des quantités réelles. 

80. Étudions maintenant les propriétés de la fonction exponen- 
tielle e", dont l'exposant z est une quantité complexe, de la 
forme a: -I- t'y . 

On a {art. 78) 

e' = e'* " = e'. e* •= «'(cosy + isiny) , 
d'où l'on voit que cette expression se présente elle-même sous la 
forme complexe, e' étant le module, et y l'argument. 
On a, de plus (art. 77), 

Donc l'exponentielle e* ne change pas de valeur, lorsqu'on aug- 
mente la variahie z d'un multiple quelconque de la quantité imagi- 
naire Stii; de sorte que, si l'on fait varier z de manière à le faire 
croître de 2jti ou d'un multiple de 2i:t , la fonction e' reprendra 
sa valeur primitive. On dit pour cette raison que e' est une fonction 
périodique de s , dont Xindice de 'périodicité ou la période est 2 xt . 
Fig. îï. Représentons géométriquement cette 

périodicité. Soit z = x-^iy\xa point du 
plan, y étant d'abord supposé positif et 
moindre que 2it. Si l'on mène par ce 
point une parallèle à l'axe des y , et que, 
de part et d'autre de z , on porte sur cette 
parallèle, à la suite les unes des autres, 
des longueurs égales à 2x, on obtiendra 
une suite indôfînie de points 



s la fonction / aura la même valeur. 
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Réciproquement, il est aisé de voir que ces points sont les seuls 
pour lesquels ^ ait la valeur considérée. 

Si, de part et d'autre de l'origine , on porte de même sur Taxe 
des y , à la suite les unes des autres, des longueurs égales à 27c, 
et que, par les points de division, on 'mène des parallèles à Oa;, ces 
parallèles partageront le plan en bandes horizontales, de hau- 
teur Stc, et de longueur infinie dans les deux sens, et dont chatune 
comprendra évidemment un des points 

et un seul. Ces points seront placés de la même manière dans leurs 
bandes respectives, de sorte que deux de ces points viendront 
coïncider l'un avec l'autre, si l'on fait glisser l'une des bandes le 
long de l'axe des y , jusqu'à ce qu'elle vienne s'appliquer sur l'autre. 

11 résulte de là que, dans chacune de ces bandes, la fonction e* 
parcourt la série complète de ses valeurs, et qu'elle y prend chaque 
valeur une seule fois. 

Si Ton fait décrire à z une courbe quelconque dans une des 
bandes, ce qui donnera une certaine série de valeurs de e* , on 
obtiendra la même série de valeurs en faisant décrire à z une 
courbe égale située de la même manière par rapport à une autre 
bande quelconque. 

81 . On verrait absolument de la même manière que la fonction 

%% 
e 

est également périodique, sa période étant la quantité réelle 2ic . 

On représenterait géométriquement la périodicité comme nous 
venons de le faire, avec cette seule différence, que les bandes, au 
lieu d'être parallèles à Taxe des x , seraient parallèles à l'axe des y. 

§ II. 

Des fonctions circulaires. 



82. Des équations 



e ^ = cosp + tsinp , 
^"*'= cosp — isinp , 
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on lire 

COSp = ^r ' 



sinp 



e — e 



Nous prendrons ces équations, établies pour le cas de p réel, 
pour définitions des fonctions cosinus et siniis, dans le cas où Ton 
remplacera p par une variable complexe z . Nous poserons ainsi, 
quel que soit z 

e -he 
cos z = ex- — ' 

Si l'on remplace z par a? + ij/ , ces valeurs deviendront 

ces (a? -h t'y) = cosipChy — fsina?Shy , 
sin(a?-hty) = sinxChy + icoQxShy , 

Chj/ et Shj/ représentant les fonctions hyperboliques 



Chy == cosiy «= 



e'-^e^' 



Shy = -:- Binty == ^r • 

Ainsi cos z et sin z se ramènent à la forme complexe, lorsque z est 
une quantité complexe. 

83. Les exponentielles e**,6""'^ dont les fonctions cos z et sin z 
sont formées par addition et soustraction , ayant l'une et l'autre 
pour période 2 7c, ces fonctions elles-mêmes auront aussi pour 
période 2x, de sorte que l'on aura, k étant un entier quelconque, 

co3(z-h2Ar7r) = cosz , 
sin{z-i-^kn) •-= sinz. 

Si l'on partage le 'plan en bandes verticales de largeur 2x, les 
deux fonctions cos z et sin z prendront, dans chacune de ces 
bandes, la totalité de leurs valeurs. 

Maîd on ne pourra plus dire, comme pour l'exponentielle, que 
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ces foiictions oe preonent la même valeur qu'une seule fois dans 
chaque bande. Considérons, en efîet, la fonctioa 



II est clair qu^elle ne change pas de valeur lorsqu'on remplace 
2 par — î . On a donc 

COS( — Z) = C03Z , 

et, plus généralement, 

Coa( — Z + 2t7r) = C03(2 + 2i'n), 

quels que soient les entiersfcetfc'. De là résulte que cosi reprend 
Fiï.îi. la même valeur non-seulement 

pour les points 



situés dans chaque bande sur une 
même parellèle à Ox , mais encore 
pour les points 

... , z'j , z' , z' , ... 

disposés symétriquement aux pre- 
miers par rapport à l'origine , et formant une seconde série de 
points équidistants, rangés sur une autre parallèle à Ox . 

Donc la fonction cosz passe, dans chaque bande, deux fois par 
la même valeur, et il est aisé de voir que les deux points d'une 
même bande auxquels répondent deux valeurs égales sont placés 
symétriquement par rapport aux points 



qui occupent sur Taxe des w le milieu de chaque bande. 

Si donc on fait décrire à z une courbe quelconque, la série des 
valeurs de cos z correspondante aux divers points de cette courbe 
se reproduira non-seulement pour les courbes égales, disposées de 
là même manière par rapport aux autres bandes, mais encore pour 
les courbes symétriques de celles-là par rapport aux points x, 
centres de ces bandes. 

Bi. On pourrait discuferdepiême directen)»il la fonction sin : . 
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Mais on peut aussi ramener immédiatement sa discussion à celle 
de cos z . En effet, on a 

ni 



t 



d'où 






Wv / n^ 



= -2-1* ^' ) 

= cos (2— ^) = COS (|— 2) . 

On aura donc, non-seulement 

sinz = cos (z — ^ -h 2Air) = sin (z + 2*ir) , 
mais encore 

• _ 

sinz = cos(— ;2r-+-|)= sinf-^ — (jzr— ^)J = sin(ir— z) , 

d'où Ton conclura que la fonction sin z prend, dans chaque 
bande, la totalité de ses valeurs, et chaque valeur deux fois dans 
la même bande. 



85. La fonction 

tangj2;=: 



smz le — e 



cosz i e*' + <?"*' 
pouvant se mettre sous la forme 

tangz = — , 

' c +1 

f 

est liée à e*'* par une équation du premier degré, et aura la même 
période que cette exponentieHe, c'est-à-dire la période % , de sorte 
qu'on aura, quel que soit l'entier k , 

iang {z -h k it) =z tangz . 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 57 

Si Pon partage le plan en bandes verticales de largeur t: , tang % 
prendra dans chaque bande la totalité de ses valeurs, et chaque 
valeur une seule fois. 

86. Ce que nous venons de dire des fonctions circulaires, s'ap- 
pliquerait aux fonctions hyperboliques 

Chz =: cos %z =z , 



Cl !.. e — e 

Shjz: = —r-sm tz = 



i 2 

Th^ = — rtangt^=: 



Chz ' 



au seul changement près des bandes verticales en bandes horizon- 
tales, et de l'indice de périodicité 2 tu en 2 ici . 

§ ni. 

Des logarithmes. 

87. Nous avons vu que la fonction 6* , dans chacune des bandes 
horizontales de largeur 2ic dans lesquelles on divise le plan, prend 
la série complète de' ses valeurs, et prend chaque valeur une seule 
fois. 

Réciproquement, étant donnée a priori une valeur quelconque 
de la fonction e*, il est facile de voir que l'on pourra toujours 
assigner à z une valeur qui fasse prendre à e* la valeur donnée, et 
de cette valeur de z on en déduira une infinité d'autres, situées 
chacune dans chaque bande de largeur 2 % . 

Posons, en effet, 
(1) e^ =^ w =: u-hiv , 

w = u + iv étant la valeur donnée, et cherchons à déterminer 
pour z une valeur de la forme x + iy . En identifiant 



e 



i iB+iy 



e . =. e (cosy H- tsmy) 



avec u + iv yi\ vient 



X 



e cosy =z u , 
/ sin y = V , 
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d'où (art. 48, remarque) 



X = log|/tl'4-t? 

y =. arc tang 



u 



Si l'on observe que les arcs qui ont pour tangente — , et dont 
le sinus et le cosinus ont respectivement les signes de v et de Uy 
ont une infinité de valeurs, différant entre elles par un multiple 

quelconque de Sic , et que Ton représente par arc tang -^ Tune 
d'entre elles, la plus petite valeur positive, par exemple, la valeur 
générale de y sera alors 

y = are tanff h ^kn . 

u 

En appelant donc logarithme de w = u + iv la fonction z 
inverse de Texponentielle, et définie par l'équation (1), on aura 

les fonctions logarithme et arc tangente du second membre étant 
prises dans leur sens arithnîétique et restreint, tandis que la fonc- 
tion logarithme du premier membre est prise dans le sens le plus 
général, au point de vue des quantités complexes. 

Lorsqu'il est utile de distinguer par la notation le sens généralisé 
des fonctions de quantités complexes, on le fait, en les entourant, 
à l'exemple de Cauchy, de doubles parenthèses, et en écrivant le 
premier membre de l'équation. précédente sous la forme 

log((w + îV)) . 

88. Si la valeur de l'exponentielle e* était donnée sous la forme 
r ou re^^y on aurait de même 

(3) iog(rg') = logr -hip-h^kni j 

d'où l'on pourrait déduire immédiatement la formule (2). 

En particulier, si w est une quantité réelle et positive, alors 
p = , r — r , et l'on a 

•*log((r)) = logr + ^kni , 

Ainsi, parmi les valeurs ep nombre infini de lQg((r)), une seule 
est réelle : c'est la valeur arithmétique. 
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Si w est une quantité négative, p = % ^ d'où 

log((— r)) == logr4- (2i-H l)7r« . . 

89. D'après cela, les valeurs représentées par les formules (2) 
ou (3) ont toutes même partie réelle, et sont disposées dans chaque 
bande sur une même parallèle à Taxe des y , comme les diverses 
valeurs de z dans la /îgf. J25 (p. 52). 

On voit que la fonction inverse d'une fonction périodique est 
une fonction multiforfne, susceptible, pour chaque valeur de la 
variable, d'une infinité de déterminations, qui diffèrent entre elles 
par des multiples d'un même intervalle constant. 

§ IV. 

Fonctions circulaires inverses. 

90. Considérons d'abord la fonction inverse du cosinus, c'est-à- 
dire la valeur de 2 = arc cos tv , déterminée par la formule 

6 ~+- 6 

2 

On tire de cette équation 

d'où 

Si l'on pose 

i/-nr 9 -^-f _ 

d'où 

la valeur de z prendra la forme 

et nous avons vu comment cette valeur peut se ramener à la forme 
complexe. 
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Remarquons d'abord que, les angles ?', 9" pouvant être rem- 
placés par y' + S&'ic , (f^+^k^Tz , 9 pourra Têtre par 

î>4-(i'-f-A')ir , ou simplement f-hkn, 
k étant un nombre entier quelconque. On a ainsi, pour le radical 

deux valeurs égales et de signe contraire, suivant que k est pair 
ou impair. Donc z est susceptible de deux séries de valeurs^ que 
l'on peut représenter par 



z' = 4- log {{w -h i/w^— 1 )) , 
z" = 4-Iog((w— K«?»'=l)) . 



Les deux quantités w H- l^w* — 1 , w — Vw* — 1 ayant pour pro- 
duit Tunité, leurs logarithmes seront égaux et de signes contraires, 
et il en sera de même pour les valeurs z\ z" . 

Donc enfin la valeur générale de z = arccos((M -h tv)) pourra 
se mettre sous la forme (art. 48, rem.) 

arccos((t4 4- tr)) 

= ±|arctang 1 — :- log|/(î/-H s)'-h (t? + 0' ' +2* 

en posant 

1 'îuv 



y = -^ arc tang 



2 ° u*—v'—i 

«H- tt=i pe ^ . 

On voit que les différentes valeurs de z sont distribuées sur le 
plan, comme l'indique la fig. 24 (p. 55). 
On obtiendrait de même la valeur de 

arc sin w =■ -p: arc cos w . 

91. Passons maintenant à la fonction inverse de la tangente, 

z =■ arc tang w , 
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déterminée par la formule 

1 e —1 

fv = Ungz=— ^.^ ■ 

* e -f- 1 
On a, d'après cette équation de définition, 

1-4- i§n 



6 = "j : » 

1 , i-hiw 

Z = -^r-r log -i : — • 

En faisant t<; =- re*^ , on a, d'après le paragraphe précédent, 

z = arc tang (re'') — -— [iog(l -+-trô^') — log(l — ire^)] 

1 ^ 2rcoso i , 1 -h 2rsin» -i-r' 

= -TT arc tang — r 1--^ —r- log -; — ?r — r-^ 4- Att , 

2 *" 1— r« 4 ^ 1— 2rsuip + r» 

ou, sous une autre forme, 

arc tang {u-hiv) 

1 , 2w t' {V+vY^u^ 
= -TT-arctang -^ 4- . log-~ 4- Att . 

i V. 
Exponentielles et logarithmes à base œmpleœe. 

92. Jusqu'ici nous n'avons considéré que les exponentielles 
relatives à la base e , à laquelle se ramènent immédiatement les 
exponentielles relatives à une base réelle et positive quelconque a , 
puisque l'on a 

z 2loga 

a = e , 

log a désignant le logarithme arithmétique du nombre positifs. 

Voyons ce que donnent les règles de calcul établies jusqu'ici, 
lorsqu'on les applique au cas où a est remplacé par un nombre 
complexe de la forme a + ib ^ que nous pouvons toujours ramener 
(§ III) à la forme 

On a alors 

quantité qui se ramène encore à la forme complexe. 
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Si la base est donnée sous la forme a + ê6 , son argument (i 
n'étant connu qu'à un multiple de 2ic près, la valeur générale de 
l'exponentielle sera en réalité 

^ds— (ft+îk7r)y 4[(/z+2*7r)«+>y] 

Ici le module, comme l'argument, dépend de A , et l'un et l'autre 
sont susceptibles d'une infinité de valeurs, correspondantes à la 
fois à des distances et à des directions différentes. 

Pour y = , l'exposant étant réel, le module de l'exponentielle 
est déterminé ; l'argument seul a une infinité de valeurs, tant que x 
n'a pas une valeur rationnelle. Dans ce cas l'exponentielle, comme 
nous l'avons déjà vu dans l'article 73, sera représentée par un point 
quelconque d'un cercle de rayon e'^. 

Pour a; = , l'exposant étant imaginaire, l'argument sera déter- 
miné; mais le module aura une infinité de valeurs en progression 
arithmétique, correspondante à des points en ligne droite. 

Dans le cas général, on voit, en faisant varier k , que, pour des 
arguments croissant en progression arithmétique, on a des modules 
ou rayons vecteurs croissant en progression géométrique. Donc 
tous les points obtenus en donnant à k différentes valeurs sont 
situés sur une même spirale logarithmique, et les rayons vecteurs 
de deux points consécutifs font entre eux un angle constant (*). 

On a donc ici affaire à une fonction multiforme, comme les 
logarithmes ou les arcs de cercle. Comme les points qui représen- 
tent les diverses valeurs sont séparés les uns des autres par des 
intervalles finis (sauf pour les valeurs infinies de /^ pour lesquelles 
ces points tendent vers l'origine, point asymptotique de la spirale), 
on pourra les séparer les uns des autres de manière à choisir celui 
qui convient à la question* Donc la fonction 

(a-4-t&) ^ , 

dans le cas où y n'est pas nul, remplit les conditions nécessaires 
pour être admise en analyse. 

93. Nous supposons ici l'exposant x + iy complètement déter- 
miné. Si l'on se contentait, comme on peut le faire dans le cas 

n J. Warren, On ihe geometrical représentation of the powers, etc., art. 42 
et 50. {Philos. TransacU, 1829.) 
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d'une base réelle et positive, de donner l'exposant à un multiple de 
27ci près, Fexponentielle deviendrait alors, en remplaçant y par 
Î/ + 2A1C, 

>j;-(/x-f-2fc7r)(y+2ft7i) <[(f*+2Jfc7r)«+X(y-H*7r)] 

Les points qui représentent les valeurs de celte fonction sont alors 
distribués sur une infinité de spirales logarithmiques. Mais pour 
des distances de l'origine, finies et différentes de zéro, les points 
seraient encore séparés par des intervalles finis, et la fonction 

admissible. 

• 

94. Pour que la fonction 

{a -\r 10) =:e ^ 

reprenne la même valeur, lorsqu'on changera 2 en z H- gf , il faut 
et il suffit que l'exposant de e croisse d'un multiple de 2 xi , c'est- 
à-dire que l'on ait, n étant entier 

^nni 2nir(ttH-t>) 

a = — 1: 1- . 

^ > + *> -k^-hfi* 

Donc la fonction (a + iby est périodique comme dans le cas 
d'une base réelle, et sa période est la quantité complexe . 

X« + f*« 

Mais il faut remarquer que fx étant susceptible d'une infinité de 
valeurs de la forme [i + 2A;x , la période n'est plus la même en. 
passant d'une valeur à l'autre. Elle tend vers zéro pour k = ±00 . 

C'est ce qu'éclaircira encore l'article suivant. 

* 

95. Proposons-nous maintenant le problème inverse : trouver 

la fonction 

z = logw , 

déterminée par l'équation 

(a-hib)* = tt? = tt-t-tr , 

ou, en exprimant a + ib eiu + iv diix moyen de leurs logarithmes, 

Pi ». 
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Od en conclut, en identifiant les exposants, 

(1) 1»— (p + 2*^)y = ». 

(2) (fi + a4«)aî + ly = ï + 2Ax. 
En éliminant k entre ces deux équations, on en lire 

(3) ■i{x'-t^y')—sx—{t + 'ih^)y = 0. 

Les points satisraisant à la question sont situés à l'intersection 
des droites représentées par l'équation (1) avec les cercles repré- 
sentés par l'équation (3). Toutes les droites (1), ainsi que tous les 
cercles (3), rencontrent l'axe des x au point A , dont l'abscisse est 
a; = -|- , et tous les cercles passent par l'origine. 

Les droites (1) rencontrent une parallèle aux x en une série de 
points équidistants. Les centres dos cercles (3) forment une autre 
série de points équidistants. 

Pour ft = it 00 , les points situés sur chaque cercle (3) conver- 
gent vers le point . 

Si l'on cherche le lieu des points pour lesquels la différence 
h — k = g des indices est constante, on trouve, en éliminant k 
entre les ^ualions (1) et (2) , après y avoir remplacé /t par ft -h jr , 

équation d'une série de cercles passant au point A et au point de 
l'axe des x dont l'abscisse = 1 , les centres étant distribués à 
intervalles égaux sur la droite x = ~0K + -i- . 

'^■*- Les deux systèmes de cercles 

dont les intersections déterminent 
les points z , partagent le plan en 
quadrilatères curvilignes tels que 
abdc , dont les points z forment 
les sommets. 

11 est aisé de voir que, sur cha- 
que droite (■!), pour fi; constant, 
les points z sont distribués à des 
distances égales, ce qui corres- 
pond à la période de la fonction 
(a -+ iby. dont il a été question 
dans l'article précédent. Cet intervalle change d'une droite à l'autre. 
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DEUXIEME PARTIE. 



Théorie des fonctions uniformes. 



CHAPITRE I". 



PROPRiéTés GÉNÉRALES DES FONCTIONS d'UNE VARIABLE COMPLEXE. 



I". 



Caractère général d'une fonction d'une variable compkoDe. 

96. Soit f{z) une fonction continue, réelle ou complexe, d'une 
variable z ; supposons que cette fonction soit définie, pour des va- 
leurs réelles de cette variable, par une équation de la forme 

m=uz)+if,{z), 

f, (z) et f^ {%) étant des fonctions réelles pour les valeurs réelles de z . 
Si dz représente un accroissement réel infiniment petit de la 
variable z^ le rapport 

f{z + dz)-f{z) 



dz 

aura pour limite une nouvelle fonction f{z) de z, qui sera générale- 
ment déterminée, et qui ne dépendra nullement du signe de 
Taccroissement dz^ ni de la manière dont on aura fait converger 
cet accroissement vers zéro. Cette limite s'appelle, comme on sait, 
la fonction dérivée ou simplement la dérivée de f{z). 

L'existence de cette fonction dérivée se vérifie pour toutes les 
fonctions continues définies a priori. Elle sert à en définir une 
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infinité d'autres au moyen de Tintégration; et, pour toutes les 
fonctions inconnues que Ton considère en Analyse , on admet 
implicitement qu'elles jouissent de la propriété d'avoir une dérivée 
qui ne devient nulle ou infinie qu'un nombre limité de fois dans 
un intervalle fini quelconque. 

Voyons à quelle condition les fonctions d'une variable complexe 
jouiront de cette propriété fondamentale. 

97. Dans le cas où z est une variable réelle et dz un accroisse- 
ment réel infiniment petit, on a 



dz 



X étant une fonction, réelle ou complexe, de z et de dz^ qui ne 
devient pas infinie pour dz = 0. Il en sera de même, lorsqu'on 
remplacera z par une valeur complexe 

X -hty =zre , 

pourvu qu'on laisse dz réel, ou y constant. 

Supposons maintenant qu'on fasse varier à la fois x et y y on r 
et p, et soit 

dz=: dx-^- idy = pe^ , 

p étant infiniment petit, et 9 ayant une valeur quelconque. Si l'on 
fait cette substitution dans l'équation précédente, le second membre 
deviendra 

f{z) + ^.pe'f, 

la fonction x de z pt de pe"^ n'étant pas généralement infinie pour 
|0 = ; et par suite la valeur de 

lim ni:^dz)-f{z) 



dz 



se réduira à la partie /*'(z), qui est une fonction de z seulement, 
indépendante de dz et, par conséquent, de l'angle y. 

On voit donc qu'une fonction d'une variable complexe étant 
définie comme ce que devient une fonction f{z) d'une varable 
réelle, lorsqu'on substitue à z des valeurs complexes, cette fonction 
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jouira de la même propriété fondamentale que les fonctions d'une 
variable réelle, c'est-àndire qu'elle aura, pour chaque valeur de z, 
une dérivée par rapport à z, généralement déterminée et finie, 
dépendant seulement de z, et nullement de la nature de l'accrois- 
sement infiniment petit de cette variable. 

Les fonctions de variables complexes, ainsi définies, peuvent 
donc être soumises au calcul d'après les mêmes règles de différen- 
tiation et d'intégration que les fonctions de variables réelles; de 
sorte que, si une fonction est bien définie pour les valeurs réelles 
de la variable, et si elle est formée au moyen des opérations 
élémentaires dont la signification a pu être étendue au cas des 
quantités complexes, on pourra calculer sa différentielle et son 
intégrale indéfinie, sans s'inquiéter de savoir si la valeur actuelle 
de la variable est réelle ou complexe. 

98. Une variable complexe z étant une fonction de ses deux 
composantes xely^ indépendantes entre elles, il en sera de même 
de toute fonction f{z) de c, et l'on pourra former les dérivées 
partielles de f{z) par rapport à chacune des variables indépendantes 
X ^y . Si l'on pose donc, pour un instant, 

f{z) = f{x + iy) = F{x,y), 
on aura identiquement 



F{x^dx,y) — F{x,y) _ fi^-^ ài)--f{z) d 



M 

X 



dx dz dx ' 



X 



F{x,y-i-dy)^F(^,y ) _ A^ + V)-/^(^) ^ ^ 

dy ~" d^z dy ^ 

Or, d'après ce que nous avons vu dans le numéro précédent, 
chacun des rapports 

nz+d/)^f(z) f{z + d^z)-f{z) 



d z d z 



a pour limite la dérivée de /*(z) , ou f (z) . Ensuite 

dz dz 

dx ^ dy ' 
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Donc 

D,F(x , jr) = D/(î) = ifiz) . 

Ces valaira rnootrent que les deux dérivées partielles de la 
fonction F{x ,y)oa f{z) des deux variables indépradantes x , y , 
sont liées entre elles par la rdation 

(1) D/(x,y) = -iD/(x,îr), 
ou 

(2) D,/(z) = 1d/(2). 

99. Les fonctions /(z), dont nous venons d^établir la propriété 
fondamentale, ne sont pas prises dans le sens le plus général que 
Ton attache au mot fonction, si Ton entend par fonction toute 
quantité dont la valeur est déterminée pour chaque système de 
valeurs des variables dont elle dépend. 

On pourrait dire, en effet, que les deux variables xet y étant 
déterminées dès que Ton a choisi la valeur de la variable complexe 
z, cette dernière représente à elle seule un système de valeurs des 
deux variables réelles o;, i/; et par suite, qu'en donnant à z toutes 
les valeurs possibles, on obtiendra tous les systèmes de valeurs des 
variables a?, i/, dont dépend la fonction quelconque F{Xjy) de 
deux variables réelles. 

Mais on peut prévoir a priori qu'une telle généralisation n'est 
pas admissible. Elle tient, en effet, à la valeur particulière attribuée 
au symbole i, d'où dépend la décomposition en deux composantes 
rectangulaires de la variable z attachée à chaque point du plan. 
Or, l'usage des variables complexes dans l'Analyse est fondé sur 
la généralisation des opérations, en vertu de laquelle le symbole i 
est traité indépendamment de sa signification particulière, et le 
binôme x + iy soumis aux mêmes règles d'opérations que si la 
lettre i représentait une constante quelconque. D'après cela, ^rex- 
tension donnée à la définition des fonctions, lorsqu'on y remplace 
la variable réelle z par le binôme x + iy, doit consister à traiter 
ce binôme comme si la constante i avait une valeur quelconque, 
puis à particulariser cette valeur seulement dans le résultat. 
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Nous appellerons donc fonction de la variable complexe z=x+iy 
ce que devient la fonction 

/•(a? 4- «y), 

définie pour les valeurs réelles de x et de y et pour une valeur 
quelconque de la constante a, lorsqu'on donne à cette constante 
la valeur particulière i. 

100. Il est facile d'obtenir la condition pour qu'une fonction 
F{xyy) des variables indépendantes a;, y puisse être considérée 
comme une fonction du binôme x + ay. Si l'on pose, en effet. 



on aura 



Donc 



F{oo,y)~f{x-+-ccy), 
D^F{x,y) = uf'{x-huy). 



BF{x,y) = -J)F(x,y), 

» « » 



condition nécessaire, qui, pour « =^ t , se change dans réquation(l). 
. Réciproquement, cette condition est sufiQsante ; car, si elle est 
satisfaite, alors on aura 

dF(x,y) = 'D/{x,y).dx+l>/{x,y).(iy 
= T)/{x,y)(dx + ady), 

d'où 

dn^,y) ^pp( ) 

quantité indépendante du rapport ^, et que l'on peut représenter 

par f{x + ay)f comme on le verrait par un raisonnement connu. 

Donc 

dF{x,y) = df{x-^uy), 

et par suite F{x ^y) ne dépend que du binôme x+ay^ et ne 
change pas si x et y varient d'une manière quelconque, tant que 
la v^eur de ce binôme reste invariable. 

Si l'on suppose maintenant a = i, on retrouve la condition (1) 
du n** 98, laquelle est ainsi la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une fonction de deux variables F{x ^y) puisse être consi- 
dérée comme une fonction du binôme z^x-i- iy. 
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101. On peut aisément vérifier en même temps que cette 
condition exprime que F{x^y) a une dérivée déterminée par 
rapport kz = x + iy. En effet, cette relation est nécessaire et 
suffisante pour que le rapport 

dF{x,y) « V jyy v ^ '^^ dx 

dz dy 

ax 
soit indépendant de -^ • 
Donc l'équation aux dérivées partielles 

(1) D/{x,y)^~î)/{x,y) 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction 
F{x yy) des deux variables indépendantes réelles x , y puisse être 
traitée, d'après les règles de l'Analyse des quantités réelles, comme 
une fonction de la seule variable complexe z = x + iy , ety en 
particulier, pour qu'elle jouisse de la propriété fondamentale des 
fonctions d'une seule variable, d'avoir, par rapport à cette variable, 
une dérivée déterminée, indépendante du mode d'accroissement de 
cette variable (*). 

402. Séparons maintenant, dans la fonction 

wz=zf{z) = f{X'\-iy), 
le réel de l'imaginaire, et posons 

w =^u -h iv. 



{*) Gaughy n'admettait pas cette restriclion dans la définition d'une fonction 
d'une variable complexe, et il appelait fonctions monogènes celles qui satisfont 
à la définition restreinte. Mais comme tous ses théorèmes s'appliquent exclu- 
sivement aux fonctions monogènes, les autres fonctions ne jouissant que des 
propriétés générales des fonctions de deux variables indépendantes, et*leur 
calcul ne pouvant se ramener à celui des fonctions d'une seule variable, il 
vaut mieux, à l'exemple de Riemann, exclure tout d'abord de nos recherches 
les fonctions non monogènes, et réserver aux seules fonctions monogènes le 
nom de fonctions de la variable complexe x + t'y. On évite ainsi la répétition 
inutile d'un mot qui reviendrait invariablement dans chaque énoncé. 



ou 
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L'équation (1) deviendra alors 

X y ^ X y ^ 

Cette équation se partage en deux autres, 
(2) D,t* = D^t?, j)u = ^î)^v, 

qui expriment les conditions auxquelles doivent satisfaire les onc- 
tions w , V des variables indépendantes x , j/, pour que u + iv 
puisse être considéré comme une fonction du binôme x + iy ^ 
jouissant de la propriété fondamentale des fonctions d'une seule 
variable. 

103. On verrait de même, en introduisant les coordonnées po- 
laires au lieu des coordonnées rectangulaires a;,î/ , que la condition 
nécessaire et suffisante pour que l'expression 

w = Re 5 

(R et P étant des fonctions réelles de r et de p), soit une fonction 
de 

est que l'on ait 

• 

r r p ' 

équation qui se partage en deux autres. 

r.D R = i?.D P, rJR.D P ==— D B . 

r p ^ r P 

i04. On peut vérifier effectivement, sur des exemples très simples, 
qu'une fonction de a? et de j/, qui ne satisfait pas aux relations (1) 
ou (2), n'a pas de dérivée par rapport à z^ indépendante de l'argu- 
ment de dz. 

Soit, par exemple, 

w = U'hiv = x — 
qui ne satisfait pas à la relation (1). 
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On a, en posant dz = pc''' , 

dw __ dx — idy _ pe"^ _ ^-**f 
dz (te -h t dy 

quantité qui dépend de f. 



pe 



*? 



= e 



105. Si Ton différentie les équations (2) par rapport hx elky^ 
on en tire, en éliminant tour à tour v et u, les équations 



D t« + D « = 0, 

X f 

D*t?-hD't?=0. 

X y 



Donc les deux fonctions m et v ne peuvent ni Tune ni l'autre être 
choisies arbitrairement. Elles doivent satisraire toutes les deux à 
l'équation aux dérivées partielles du second ordre 



(3) 



DV-hDV=0. 

X y 



106. Si nous supposons remplies les conditions (2), posons 



(4) 

d'où 

(8) 






X y ' 



Bu 

V 



D/. 



y X 



dw = (X + iY)dx+{—¥+iX)dy 
= (X+iY) (dai + idy) = (X + iY) dz . 



Donc la dérivée totale -:r-- a 

az 


pour valeur 


(6) 






— X+tT, 


et par 


conséquent 


on a 




(7) 






► tt?= -. D w . 

* t y 



dw 



107. La déri vée --T^- , donnée par l'équation (6), est elle-même 



d9 
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une fonction de z. En effet, d'après les équations (4), on a 

et ce sont là les conditions pour que X + iY soit une fonction de 
z = x+ iy. 
y» Il en est de même, en vertu des équations (7), des dérivées par- 

tielles de w par rapport kxethy. 
• Donc, si w est une fonction àez = x+ iy^ toutes les dérivées, 

totales ou partielles, de cette fonction seront aussi des fonctions de 
z = x+ iy. 

Remarque. Il est facile d'exprimer toutes les dérivées partielles 
des fonctions u et t;, prises par rapport k x etky kh fois, au 
moyen de dérivées prises par rapport à une seule de ces variables. 
En effet, de Téquation (3), à laquelle i^ et i; satisfont, résulte la 
formule symbolique 



d'où 



Donc 



D =— D , 

y t ' 



dJ" = (- i)» Df 



D w = ( — 1) D u . 



Ensuite, en vertu des équations (4), 
D~ d'*""' f* = (- !)* D^"-'*" D t/. = (- !)*"*■* D ^"-^^'v . 

On peut ainsi tout ramener à des dérivées de ii ou de t; prises par 
rapport à une seule des variables, à x^ par exemple. 
Comme d'ailleurs, d'après la formule (7), 

— == D «7, • 
dz 

il s'ensuit de là que toutes les dérivées partielles de t« ou de t; se 
ramènent à la partie réelle ou à la partie imaginaire de la dérivée 
totale de même ordre de w par rapport à z. 
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108. Supposons que la variable s soit elle-même une fonction 
d'une autre variable Ç = { + tyj, de sorte que Ton ait 

Toute fonction w = f{z)de z sera aussi une fonction de Ç. On 
a, en effet, 

d'où, en vertu de Téquation (1), à laquelle z = (f (jÇ) satisfait, 

D,w -h iDiv = f{z) (D^-^ t D z)=0. 

Donc Wy considéré comme fonction de | et de yj, satisfait aussi à 
l'équation (1); c'est donc une fonction de | + in. 
Autrement, on a, quel que soit dzy 

Or, z étant une fonction de Ç , 

Donc 

dtt?=r(z)f (ç)dç, 
dou 

quantité indépendante de la direction de 6{Ç. 

409. L'équation (6) exprime une relation géométrique Remar- 
quable entre les points du plan qui représentent la fonction w et la 
variable indépendante z. Si l'on représente les différentielles de z 
et de w par 



l'équation (6) donne 



i^;^^'^=x-^iY, 



p 

d'où, en égalant de part et d'autre les modules et les arguments, 



'i 



i 
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On voit par là que, dz et dw étant deux accroissements infini- 
ment petits simultanés de la variable t et de la fonction w, le 

rapport des modules — et la différence des arguments x — ? de 
ces accroissements ne dépendent pas de f ou de dz, mais seulement 
de la position du point z lui-même. 
Donc, si zz, , zz^ sont deux accroissements in&niment petits de 
«, et WM>, , «no, les accroissemenls 
correspondants de w, les deux trian- 
gles î2,î, , Miw,w, seront toujours 
directement semblables. 

Si 2 décrit un contour infiniment 
petit quelconque, w^décrira un con- 
tour directement semblable. 
Ainsi deux figures quelconques formées l'une par un système de 
points z, fautre par le système des points w correspondants, sont 
semblables dans leurs éléments infiniment petits (*). 

fil. 

Continuitéet disamtituiiii du fonctions, 

110. Une fonction d'une seule variable réelle x, 

nx) = f,(x)+if,{x), 

est dite continue dans le voisinage de la valeur x, lorsque la 
différence 

,df{x) = f{x+dic)-~f{x) 

est infiniment petite en même temps que dx. Dans le cas contraire, 
la fonction est dite discontinue. 
De même, une fonction f{x,y) de deux variables réelles est dite 



(*} Vog. SiBKCK, Udw dit graj^ische DanftUttng u, s, w. {Çnlle'i Journal, 
loine LV). 
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continue dans le voisinage du point (^>j/), toutes les fois que la 
différence 

df {oc,y) = f(œ + dx,y + dy) — fi^x.y) 

est infiniment petite, quels que soient les accroissements dx^dy^ 
pourvu qu'ils soient Tun et Tautre infiniment petits. Dans le cas 
contraire, la fonction est discontinue. 

111. Une fonction f (z) d'une variable complexe z^=x+iy^ 
étant un cas particulier d'une fonction de deux variables réelles, 
sera continue lorsque la différence 

df{z)=f{z + dz)-fiz) 

sera infiniment petite en même temps que dx et que dyy et par 
suite en même temps que le module de dzy ou que dz lui-même. 

D'après cela, f{z) variera d'une manière continue entre deux 
limites données Zq , Z, lorsque, z passant do la position Zq à la 
position Z par un chemin de forme quelconque, pourvu qu'il ne 
présente aucune interruption, les valeurs de f{z), correspondantes 
à deux positions consécutives de z sur le chemin donnée sont in- 
finiment voisines. Nous ne considérons comme infiniment voisines 
que deux positions de z séparées par un arc infiniment petit du che- 
min donné : nous verrons plus tard que l'on peut avoir lieu de ne pas 
regarder comme telles deux positions de z prises sur deux branches 
différentes d'une courbe qui se coupe elle-même, bien que ces 
deux positions puissent être séparées par une droite infiniment 
petite . 

112. Une fonction peut être discontinue de plusieurs manières, 

soit en passant brusquement d'une valeur finie à une valeur finie 

différente, comme cela a lieu pour la fonction représentée par 

l'ordonnée d'une courbe qui offre un point de rupture, ou encore 

pour les fonctions représentées par certaines intégrales définies ; 

soit en devenant infinie pour certaines valeurs de la variable, 

comme les fonctions 

1 

tang — - , e , 



Z — C' 2C 

qui deviennent infinies pour z=^ c. 
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Un point ij = c, pour lequel la fonction /'(c) devient infinie, 
s'appelle, pour abréger, un infi7ii de cette fonction; de même qu'un 
point pour lequel la fonction s'annule est dit un zéro de cette 
fonction. 

1 

113. Considérons l'inverse jt^ de la fonction f{z). A chaque 

1 
zéro de l'une des fonctions /"(z), ■^, correspond un infini de l'au- 
tre. La considération de cette valeur inverse ttt- va nous conduire à 

/w 

partager en deux classes les points de discorUinuité de la fonction 
f{z). 
La fonction f{z) devenant infinie pour iz^ = c, il peut arriver que 

la. valeur réciproque -tt-t soit continue dans le voisinage de z = c. 

C'est ce qui aura lieu toutes les fois que f{c + di) sera infiniment 

1 
grand tout autour du point c. Car /./ , , v étant infiniment pe- 
tit tout autour de c et nul au point c lui-même, la continuité 
existera pour la fonction -jr^x tout autour de ce point c. 

Nous dirons, dans ce cas, que le point c est un point de dis- 
continuité de première espèce ou un infini de première espèce. 
Comme ce cas est celui que nous aurons presque toujours à consi- 
dérer, nous conviendrons une fois pour toutes que, toutes les fois 
que nous parlerons d'un point de discontinuité ou d'un infini, sans 
autre désignation, il s'agira d'un point de discontinuité ou d'un 
infini de première espèce. 

De même, nous appellerons zéros de première espèce, ou sim- 
plement zéros d'une fonction f{z) les points c tels que f{c + dz) 
soit infiniment petit tout autour de point c et nul au point c lui- 
même. 

1 

Ainsi, tout zéro de Tune des fonctions f(z), jt^ sera un infini de 

l'autre, et réciproquement; et, pour un tel point, l'une des deux 
fonctions restera toujours continue, tandis que l'autre passera par 
l'infini. 

114. Nous appellerons pom/s de discontinuité de seconde espèce 
les points de discontinuité de f{z) pour lesquels jp- n'est pas con- 
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tinue. C'est ce qui arrive lorsque la fonction f(z) passe brusquement 
d'une valeur finie g à une autre valeur finie h: la fonction -^v^ 

éprouve alors une solution de continuité, en passant brusquement 

1 1 

de la valeur — à la valeur -r- 

g h 

, I Une discontinuité de seconde espèce peut correspondre à une 

un' 1 valeur finie de /'(2;), lorsque la fonction f{c + di) n'est pas infinie 

tout autour du point c. Car alors f, . v n'est pas infiniment petit 

tout autour de c, et passe, dans un intervalle infiniment petit, d'une 
valeur nulle à une valeur finie ou infiniment grande. 
Considérons, par exemple, la fonction 

1 

f[z) = e'^' 

Si z — c a une valeur réelle et positive e, f{z) sera infini pour 
% — c infinim^t petit. Au contraire, pour z — c négatif et = — e, 
f{z) sera infiniment petit pour e infiniment petit. Pour les autres 
valeurs voisines de c, f{z) est indéterminé. Donc c est un point de 
discontinuité de seconde espèce de la fonction f{z). 

115. Si f{oS) est une fonction de la variable x supposée rédle, 
et que cette fonction soit toujours continue, ou simplement finie 
entre les valeurs Xo et X de cette variable, on démontre, dans le 
Calcul intégral, que la formule 



=^ 



est toujours vraie, de quelque manière que se comporte la dérivée 
f{pS) entre ces limites, cette dérivée pouvant devenir discontinue 
ou même infinie dans cet intervalle. 

§in. 

Fonctions uniformes et fonctions multiformes. 

116. Une fonction est dite uniforme, lorsqu'elle n'admet qu'une 

seule valeur déterminée, pour chaque valeur donnée de la variable. 

Telles sont les fonctions qui résultent des opérations rationnelles 
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d'addition et de soustraction, de multiplication et de division, 
d'élévation aux puissances entières,ou de combinaisons quelconques 
d'un nombre fini de ces opérations. 

Telles sont encore les fonctions définies coihme limites de som- 
mes de séries convergentes, dont tous les termes sont des fonctions 
uniformes : par exemple, la fonction exponentielle e', et les fonc- 
tions circulaires directes sin z, cosz,..., qui s'en déduisent. 

117. Si une fonction f{z) est uniforme, sa valeur réciproque 
est aussi uniforme. 



II en est de même évidemment dé toute fonction uniforme de 
f{z)j qui est aussi une fonction uniforme de z. 

1 
H8. Si Tune des fonctions f{z) , ^ a un infini (de première 

espèce) au point c, Vautre, étant continue dans le voisinage de ce 
point (qui est pour elle un zéro), sera encore une fonction uniforme 
en ce point. Nous dirons alors que celle des fonctions qui devient 
infinie est encore uniforme dans le voisinage de son infini, et en 
cet infini même. 

Si, au contraire, la fonction f{z) a en c une discontinuité de 
seconde espèce, auquel cas il en est de même pour la fonction 

1 1 

'f(j\f alors f{z) et jt^ cesseront d'être uniformes au point c lui- 
même, bien qu'elles puissent être uniformes en tout autre point. 

Nous verrons que l'on peut cependant, dans certains cas, traiter 
ces fonctions comme si elles étaient partout uniformes, pourvu que 
ces solutions de continuité de seconde espèce soient en nombre 
fini dans un espace donné. 

119. Si deux variables iv et z sont liées eatve elles de telle 
manière que, pour chaque valeur Ae z,w prenne une valeur déter- 
minée, mais qu'elle ne prenne jamais la même valeur pour deux 
valeurs de z différentes entre elles ; alors z pourra être considéré 
comme une fonction uniforme de la variable w. 

Cest ce qui a lieu, par exemple, pour les fonctions 

» 

t^ = flZ 4- 6 5 w= T 1 

• ' cz-hd * 
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z étant dans les deux cas une fonction uniforme de vo^ aussi bien 
que w est une fonction uniforme de z. 

120. Mais généralement il n'en est pas ainsi. Une fonction wdjdz 
reprend la même valeur en des points différents du plan, en nom- 
bre fini ou infini. Il en résulte alors que, si l'on considère récipro- 
quement % comme une fonction de w^, la valeur en question de vu 
correspondra à plusieurs valeurs difiérentes de is, et que % sera une 
fonction multiforme de w. 

Ainsi, nous avons vu que la fonction 

n 

W= Z y • 

n étant entier, prend des valeurs égales en n points distribués ré- 
gulièrement sur une même circonférence. Si donc on cherche à 
déterminer z par la condition que w prenne une valeur donnée w^y 
on trouvera pour solution n points différents. On dira alors que z 
est une fonction Aew an déterminations, ou une fonction n-FORME. 

Si deux variables w et z sont liées entre elles par une équation 
algébrique du degré m par rapport kw et dix degré n par rapport 
k ZyW sera une fonction m-forme de z, et z une fonction n-forme 
de w. 

La fonction exponentielle 

ne change pas, lorsqu'on augmente z d'un multiple quelconque 
de 2m. Donc la fonction inverse 

z = logw^ 

définie par l'équation précédente, sera une fonction infinitif or me, 
admettant, pour chaque valeur de k;, toutes les valeurs, en nombre 
infini, comprises dans la formule 

quel que soit l'entier k. 

Remarquons, en général, que, si la fonction w = f{z) est pé- 
riodique, la fonction inverse is •= (p (ti;) admettra une infinité de 
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valeurs, différant entre elles de multiples quelconques de Findice 
de périodicité. 

121. Nous ne traiterons, dans cette seconde partie, que des 
fonctions qui sont uniformes soit dans toute retendue du plan, soit 
du moins dans la partie de plan considérée, et qui, de plus, ne 
présentent dans cet espace que des discontinuités de première 
espèce. 
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CHAPITRE m. 

INTliQEALBS DBS PONCTIONS DUNE TAItUBLE COMPLEXE. 



De l'intégrale d'une fonction de deux variables prise dans détendue d'une aire 
donnée. 

12S. Nous appellerODs aire une portion de plan limitée de toutes 
parts, et contour de Faire la ligne ou rensemble de lignes qui limite 
cette aire. 

Si le contouF forme un trait continu, et ne se coupe point lui- 
même, de sorte qu'on puisse parcourir ce contour en entier sans 
pénétrer dans l'aire, on dira que l'aire est à connexion simple (*). 
Telles sont les aires d'un cercle, d'une ellipse, d'un rectangle, etc. 

Si, au contraire, le contour se compose de plusieurs courbes 
fermées qui ne se rencontrent pas, de sorte qu'on ne puisse passer de 
l'une de ces portions de contour à l'autre sans pénétrer dans l'aire, 
on dira que l'aire est à connexion multiple (*). Telle est l'aire 
comprise entre deux cercles concentriques. 

L'aire est à connexion double, triple, quadruple, etc. (*), suivant 
que les portions du contour indépendantes entre elles sont au 
nombre de 2, de 3, de 4, etc. L'aire comprise entre deux cercles 

^'5' V-_ . . concentriques est à connexion double. L'aire 

représentée par la partie blanche de la li- 
gure 27 est à connexion quadruple. 

123. Une même ligne servant à la fois de 
limite aux deux portions de plan qu'elle sé- 
pare, il importe de distinguer celle de ces 
deux portions que l'on veut considérer. 

Nous supposerons un observateur debout 
sur la partie supérieure du plan, et parcou- 



(') Einfaeh zx^ammenhangend (Ribmann). 

(*) Uekrfach susaminenhdngend. 

{*) Zwei; drei-, vierfaek zasammenbangetid. 
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mut le contour de Taire considérée, de manièreque cette aire soit 
toujours à sa gauche. Le sens dans lequel marchera cet observateur 
s'appellera le sens direct ou ta direction positive du contour de 
cette aire. Le sens opposé s'appellera le sens rétrograde ou la di- 
rection négative de ce contour. 

Si l'on considère tour à tour les deux portions de plan limitées 
par la même ligne, le sens qui sera direct par rapport à l'une 
sera rétrograde par rapport à l'autre. 11 suffira d'indiquer le sens 
que l'on considère comme direct, pour que l'on sache par cela 
même de laquelle des deux portions du plan il doit être question. 

Ainsi, dans la figure 27, les flèches indiquent le sens direct du 
contour de la partie blanche de l'aire, et le sens rétrograde du 
même contour considéré par rapport à la partie noire. 

124. Une droite indéfinie dans les deux sens, menée à travers 
une aire, rencontre nécessairement le contour de l'aire us nombre 
pair de Fois, autant de fois pour entrer dans l'aire que pour en 
sortir. 

Supposons d'abord cette droite parallèle à l'axe des x. Si l'on 
représente par 

les a&scisses des points de rencontre consécutifs, les abscisses 
d'indices impairs correspondent à des entrées, les abscisses d'in- 
dices pairs à des sorties. 

Si un point s'avance sur le contour (fig. S8) de manière que sa 
projection sur l'axe des y marche dans le sens des y positives; en 

FlR. w. 



d'autres termes, si ce point passe de dessous au-dessus de la pa-' 
rallèle aux x, ce point marehera dans le sens rétrograde à chaque 
entrée, dans le sens direct à chaque sortie. 



'/ 



84 THEORIE ÉLÉMENTAIRE 

Il résulte de là que, si un point parcourt le contour constamment 
dans le sens direct, la direction qu'il suit lorsqu'il passe par un 
point de sortie fait un angle aigu avec la portion positive de l'axe 
des y; lorsqu'il passe, au contraire, par un point d'entrée, cette 
direction fait avec le même axe un angle obtus. 

D'après cela, si l'on désigne par rfj/j^ la variation de y lorsque le 

point mobile sur le contour rencontre la parallèle aux x h l'extré- 
mité de l'abscisse aj, dj/^^ sera positif, si x^ est l'abscisse d'un 

point de sortie, ou si l'indice k est pair; négatif, si a^ est Fabscisse 
d'un point d'entrée, ou si l'indice k est impair. Si l'on désigne 
donc par dy la distance absolue de deux parallèles à l'axe des x 
infinimaat voisines, on aura, en général, 

dy^ = {-ïfdy 

, 125. Soit maintenant Y=Y{Xyy) une fonction, réelle ou 
complexe, des deux variables a?, y, continue (et, par suite, finie) 
dans toute l'éteqdue d'une aire donnée 21, y compris le contour 
de cette aire. Supposons, de plus, que la fonction Y soit uniforme 
dans cette étendue, c'est-à-dire qu'elle ne soit susceptible que 
d'une seule valeur pour un système quelconque de valeurs de x et 
de y, correspondant à un point quelconque de l'aire ou de son 
contour. ' 

Il pourra se faire, dans certains cas, que ha dérivée partielle 
D y ne soit pas toujours finie et continue; mais il nous suffit que 
la fonction V elle-même le soit. 

Considérons l'intégrale double 

j j B^V.dxdy, 

relative à tous les éléments dxdy de l'aire 21. Pour l'évaluer, nous 
couperons d'abord l'aire par des parallèles à l'axe des x infiniment 
rapprochées, et nous évaluerons la valeur de l'intégrale correspon- 
dante à la tranche infiniment mince, comprise entre deux de ces 
parallèles consécutives. 

Celte valeur se composera d'autant de parties qu'il y a de 
couples de points d'entrée et de sortie. On prendra l'intégrale 
indéfinie. 

dy.fDV.d^=Vdy; 
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• 

on ajoutera les valeurs correspondantes aux points de sortie, et l'on 
retranchera les valeurs correspondantes aux points d'entrée. Si donc 
on désigne par V^ la valeur de V qui répond à l'abscisse a;^, on 
devra ajouter les valeurs de Vj^dy qui répondent à k pair, et re- 
trancher les valeurs qui correspondent k impair, ce qui donne 

Or, d'après ce que nous avons vu, si dy^ est la variation de y ob- 
tenue lorsqu'on traverse l'intervalle des deux parallèles en parcou- 
rant le contour de l'aire dans le sens direct, on a 

dy^={^{fdy^ 

Donc la valeur de l'intégrale relative à la tranche peut s'exprimer 
par 

Pour avoir maintenant l'intégrale double relative à Faire totale 
^, il faudra faire la somme de toutes les expressions analogues à 
la précédente, en faisant varier y entre ses limites extrêmes. Or, il 
est clair que l'on aura ainsi à faire la somme de toutes les expres- 
sions y^dy^ relatives à tous les éléments du contour de l'aire. 

Si donc nous désignons par 



/, 



Vdy 

la somme de tous les éléments Ydy^ relatifs à tous les points du 
contour de Taire 21, et dans lesquels dj/ représente Taccroissement, 
positif ou négatif, de 2^, correspondant à un déplacement inSniment 
petit d'un point mobile sur le contour dans le sens direct; nous 
obtiendrons la formule 

(1) f f l\y.dxdy=fvdy, 

où l'on observera que la notation ff représente une intégrale 

double, prise 5ttr toute la surface de l'aire %y tandis que la notation 

J désigne une intégrale simple, prise toulle long du contour de 

l'aire ^, ce contour étant toujours supposé parcouru dans le sens 
direct. 
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126. Si Ton considère de même Fînlégrale double 



//, 



DU^dxdy , 

r/ étant encore une fonction de x et de y, uniforme et ôontinue dans 
toute rétendue de Taire ^j nous verrons que Ton aura, pour valeur 
de cette intégrale, 

(2) / / D U.dxdy =— fudœ, 

le signe — provenant ici de ce que, dans une tranche parallèle à 
Taxe des y y les dx^ relatifs aux points d'entrée doivent être pris 
positivement, et les dx^ relatifs aux points de sortie négativement. 

127. En retranchant Tune de l'autre les équations (1) et (2), 
nous obtiendrons la formule fondamentale 

(3) C C(pV—D^U) dxdy = f{Udx + Vdy) . 

On a donc ce théorème : 

Si U et V sont deux fonctions dex et de y, uniformes et conti- 
nues dans toute l'étendue de l'aire %, la valeur de l'intégrale 
double 

(4) ff(pV-ï)U)dxdy, 

«A 
Mendue à tous les éléments superficiels dxdy de cette aire, est 
égale à la valeur de l'intégrale simple 

(5) f{Udx+Vdy), 

•/a 

prise en donnant à x et à y successivement tous les systèmes de 
valeurs qui correspondent avs divers points du contour total de 
l'aire, ce contour étant parcouru dans le sens direct. 

128. Si l'expression 

Udx+Vdy 

est une différentielle exacte ^ M ^Y — D V s'annulera identique- 
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ment pour toutes les valeurs de x et de y. Donc Tintégrale doubla 
(4) sera identiquement nulle, et, comme la formule (3) ne cessera 
pas de subsister, l'intégrale (5) sera donc pareillement nulle. 
Donc, 

Toutes les fois que U et V étant deux fonctions dex, y, unifor- 
mes et continues dans toute l'étendue de l'aire 21, F expression 

Udx H- Vdy . 

sera une différentielle exacte, c'est-à-dire toutes les fois que l'on 
aura identiquement 

D F-D P=0, 
l'intégrale 

f {Udx + Viy\ 

prise le long du contour de l'aire 21 sera nulle (*). 

Ce qui a lieu pour l'aire totale % est vrai également pour toute 
portion de cette aire. Donc l'intégrale (5) est nulle aussi , lorsqu'on 
la prend tout le long d'une courbe fermée quelconque tracée à 
Fintérieur de l'aire 21 (*). 

129. Il est aisé devoir que, si Ton prend une même intégrale 
quelconque, telle queJUdXy le long d'une même ligne finie, fermée 
ou non, en parcourant successivement cette ligne dans les deux 
sens opposés, les deux valeurs obtenues pour l'intégrale se oom* 
posent d'éléments égaux, mais de signes contraires. Donc ces deux 
valeurs seront égales et de signes contraires. 

130. Cela posé, si l'on désigne, pour un instant, par/(ADB) la 



(^) Voyez RiEHANN, GrUndlagen fur eine allgemeine Théorie der Funetiùnen 
einer veranderlichen complexen Grosse, 1851 (pages 8 et 8uiv.). 

(*) Si l'aire H était à connexion multiple (a<> 122), on ne devrait considérer 
comme une ligne fermée tracée à l'intérieur de l'aire qu'une ligne pouvant, 
par des déformations continues, se réduire à un seul point sans sortir de 
l'aire, et sans pénétrer dans les enclaves qui n'en font point partie. Par 
exemple, la proposition ne serait pas vraie pour une courbe fermée qui en- 
tourerait une de ces enclaves de toutes parts. 
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valeur d'une certaine intégrale prise le long de l'arc ÂDB ifig. 20), 
Fig. 19. cet arc étant parcouru dans le sens indiqué 

par l'ordre des lettres, on aura 

/(ADB)^-/{BDA). 

On a d'ailleurs évidemment 

/(AGBDA)=/(ACB)+/{BDA). 

On peut donc écrire aussi 

/{ACBDA) =/{AGB) —/(ADB). 

S maintenant l'intégrale /(ACBDA), étendue au contour fermé 
tout entier, est nulle, on en conclura 

/(ACB)=/(ADB). 

Donc, si l'intégrale considérée est nulle lorsqu'on la prend tout 
le long d'une courbe fermée quelconque tracée à l'intérieur de 
Taire 21. la valeur de cette intégrale restera la même lorsqu'on 
la prendra le long de toutes les courbes finies tracées à l'intérieur 
de l'aire 31 entre les mêmes extrémités A et B. 

Cest ce qui a lieu en particulier pour l'int^rale (5), lorsque 
î/da: -h ydt/ est une différentielle exacte. Donc, si V et Y sont deux 
fonctions de x et de y, v/niformes cl continues dans toute l'étendue 
de Faire '2L et telles gtieUdx -h Vdy soit une différentielle exacte; 
si, de plus, k eth sont deux points quelco}iques de l'intérieur ou 
du contour de l'aire 3* l'intégrale 

/(Udx+Vdy), 

prise le long d'une ligne quelconque tracée dekenB à l'intérieur 
de l'aire 21, est indépendante de la forme de cette ligne, et on peut 
la considérer comme une fonction des coordonnées des extrémités 
k et ^ de la ligne, ou seulement des coordonnées d^une seule de ces 
extrémités, si Vautre est supposée fixe. 

131. Soit maintenant 
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une fonction de la variable complexe 

et supposons cette fonction uniforme et continue à Tintérieur de 
Taire 3^. On a, d'après ce que nous avons vu dans le Chapitre 
précédent, 

X y ^ y x 

Donc chacune des expressions 

vdx -h tidy 5 udx — vdy 

est une différentielle exacte. 

En appliquant donc le théorème du n** 128, on en conclura 
d'abord que chacune des intégrales 

/ {vdx + udy) , / {vdx — vdy)^ 

prise tout le long du cx)ntour de Taire 21 est nulle* On aura donc, 
en les ajoutant, après avoir multiplié la première par t, 

J[{u -h iv) dx -h {iu—v)dy]= i {u-hw)[dx-^idy)=0, 

c'est-à-dire ^ 

iwdz^Q. 

Donc, si w est une fonction de la variable complexe z, qui soit 
uniforme et continue daus toute l'étendue de l'aire 2l> Vinlégrale 

j wdz , prise le long du contour de cette aire (ou plus générale- 

ment le long d'une courbe fermée quelconque tracée dans cette 
aire), est nulle. 

132. On en conclut encore que l'intégrale 

wdZi 



r 



prise le long d'un chemin quelconque tracé à Tintérieur de Taire 
entre les points Zo et Z, est indépendante de la forme du chemin 
parcouru, et qu'elle ne dépend que des seules limites ^o et ^* 
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133. On voit en outre que c'est unô fonction (n<> 101) de ces 
limites. Si Ton fait, en effet, varier une de ces limites Z de la 
quantité dZ, l'intégrale croîtra de 



X 



Z-i-dZ 

tcdz. 
z 



Soit, maintenant, w = w (z) une fonction de 2:, uniforme et 
continue dans tous les points considérés, et soit 



X 



wdZj 



une intégrale de cette fonction, prise entre deux points infiniment 
voisins z', z\\e long d'un chemin quelconque joignant ces deux 
points. Puisque, d'après le n^ précédent, cette intégrale est indé- 
pendante de la forme du chemin parcouru, on pourra prendre pour 
ce dernier l'ensemble des deux composantes rectangulaires x" — x\ 
y" — y' de la distance z^—^z'. On a alors; en désignant par ç,y} 
des valeurs moyennes entre x' et 05", et entre y' et y", 

wdz = / (w + iv) (dx-i- idy) 

= j^, [u{x,r)-^iv(x,y')]dœ-hij ^ [u(x',y) + iv{x%if)\dy 

= (a?'_ar')[ti(ç,y') 4-tt?(5,y')] -hiiy'-y') [u {x\n) -^ iv {x^r^)] , 

quantité qui différera infiniment peu de 

[(«' — «;')+»(»'—»')] [«(»'y') + »e(»'.y')] = {2'—z')w{z'). 
Donc, lorsque z" convei^ vers z' , le rapport 



' -2' Js' ' 



wdz 



convergera vers la limite w (z'), indépendante de z'^ — z\ 
Il résulte de là que la limite du rapport 



iZjg 



'Z+iZ 

dZ ■ «"*" 



est la valeur w (Z), indépendante de dZ, de la fonction w pour 

A 
\ 
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z = Z. Donc tv {Z) est la dérivée de rinlégràle / uifd^z par rap- 

port à sa limite supérieure Z. 

Par conséquent, cette intégrale remplit la condition nécessaire 
pour que ron puisse la considérer comme une fonction de sa limite 
supérieure, comme dans le cas d'une variable réelle, et de plus cette 
fonction est uniforme et continué, comme la fonbtion w elle- 
même. Il en serait évidemment de même relativement à la limWJd 
inférieure. On a ainsi les deux équations 

z rz 

D / wdz = w{Z), 

134. Les intégrales définies^des fonctions d'une variable com- 
plexe, uniformes et continues dans l'étendue d'une aire !3lt jouissent 
donc de propriétés analogues à celles des intégrales définies des 
fonctions d'une variable réelle. 

Si Ton désigne par Ç un point quelconque de Taire, on aura, 
comme pour les fonctions d'une variable réelle, l'égalité 

/ wdz ■= I wiz 4- 1 wdz. 

On déduit de cette formule : 

!• La décomposition d'une intégrale définie en deux ou en 
plusieurs autres; 

2® La faculté de remplacer une intégrale, dont les deux limites 
sont variables, par la différence de deux intégrales, ayant chacune 
une seule limite variable ; 

.^ Si l'on échange entre elles les limites de Fintégrale, on a 
(voir no 129) 

/ wdz=: — / wdz. 

4® Enfin, toutes les fonctions dont la dérivée est w=^w {z) 
dans rétendue de l'aire ^, sont comprises dans la formule 



/ wdz+ C, 



C étant une constante indépendante du chemin parcouru pour aller 



' 
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de Zt, en z. Si Fon désigne par F{z) une quelconque des fonctions 
comprises dans cette formule^ on aura, par réliinination de C , 

wdz=iF(Z)—F{Zo). 



i 



135. Si la fonction w est uniforme et continue dans toute 
rétendue du plan, comme le sont les fonctions 



/, cosjzr, sinjî, 2*, 



(m étant entier et positif), on pourra supposer l'aire 31 aussi grande 
que Ton voudra, et prendre pour Zo et Z deux points quelconques 
du plan. 

Pour de telles fonctions, fintégrale / wdz aura une significa- 

tion aussi bien déterminée que pour le cas des variables réelles, et 
on l'obtiendra de la même manière, en passant par l'intégrale 
indéfinie. 

1â6. Considérons une intégrale quelconque de la forme 

jiUdx-hVdy), 

UetV étant des fonctions uniformes de x et de f/, et soient ;3l et 
deux aires adjacentes, dont les contours, qui ont une partie 
commune, ne passent par aucun point de discontinuité des fonc- 
tions U , V. Les intégrales prises le long de chacun de ces contours 
seront des quantités finies et déterminées, quelles que soient les 
discontinuités que peuvent présenter les fonctions C/, V dans l'in- 
térieur des deux aires. 
Or on a, dans tous les cas (fig* 30)j 

J (Udx-h Vdy) = J(ACB) h- J(BEA), 

r (t/itoH- Viy) = JCAEB) + J(BDA); 

et comme on a (n" 129) 

J(BEA)+ J(AEB) = 0, 
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il s'ensuit de là que 

1 +J =J(ACB) + J(BDA). 

»t- so. Or, la somme (ACB + BDA) 

forme le contour total de Taipe 
ACBDA =31 + 0- Donc, en 
désignant par f Vinl^rale 

prise le long du contour de 
l'aire totale ^ + 6, on a, en 
général, 






Si nous supposons maintenant que 
Udx + Vây 
soit une différentielle exacte, et que les Tonctions uniformes 
(/ et V soient continues dans l'étendue de l'aire 21, on aura alors 
r = 0, et par conséquent 
•'-ji 

f {Udx + Frfy) = f {Udx+ Vdy). 

Donc Vintégrale prise le long du contour tf une aire quelconque 
6 ne change pas, lorsqu'on ajoute à l'aire une autre aire 3 
dans laquelle les fonctions V et Y sont partout uniformes et 
continues. 

Par la même raisMi, on peut, sans changer la valeur de l'in- 
tégrale r {Udx~h Vdy), retrancher de Paire 6 toute portion de 
celte atre à Fintérieur de laquelle les fondions VetV restent uni- 
formes et continues. 

137. Démontrons encore un théorème dont nous ferons usage 
plus tard. 

Nops avons vu que, si West une fonction quelconque de x et 
de y, uniforme et continue dans l'étendue de l'aire 3, on a 
[125 et 126] 
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JJ DJF,dxdy= J Wây, 

{Ç D W.d^dy =— f Wd^. 

Soit maintenant w=LU + iv une fonction de z = a5 + ty, uni- 
forme et continue dans toute retendue de 21» ainsi que sa dérivée 
D w. Remplaçons W, dans la première des formules précédentes, 
par D (u'), et, dans la seconde, par D (w*), et ajoutons les résul- 
tats. Il viendra 

iS [l>lW+D;(W)](terfy= J [D^(u«)dy-D/tt')dir]. 

Or, d'après les propriétés générales des fonctions d'une variable 
complexe, on a [102 et 105] 

D'tt-i-D\=0, Dti = Dt?, — Dt* = D^t7. 

II vient donc, en développant et réduisant, 

jj \{huY'¥ (D uY\ dxdy=j u{Dv.dX'hï>v.dy) = j udv. 

Mais rintégrale double du premier membre est essentiellement 

positive, tant que D u et D i^ ne sont pas nuls dans toute retendue 

X y 

de Taire ;3l, c'est-à-dire tant que u n'est pas constant dans toute 
l'étendue de cette aire. 

Si D t^ et D u ne sont pas nuls à la fois, les relations que nous 
avons rappelées tout à l'heure montrent que D t; et D t; ne s'an- 
nulent pas non plus^, et qu'alors v n'est pas une constante , non 
plus que w = u-\- iv. 

Donc Yintégrale f udv sera positive toutes les fois que w ne se 

réduira pas à une constante en tons les points de l'aire 21 1 ^t elle 
ne sera nulle que si w est constant. 



§ Il 

De& résidus. 

138. Soitt^= f{z) une fonction de la variable complexe z; 
supposons que cette fonction reste uniforme dans toute l'étendue 
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de Faire %, mais qu'elle ppésente, à riotérieur de cette aire, de» 
solutions de continuité aux points 

en nombre fini, et isolés les uns des autres (c'est-à-dire séparés 
entre eux par des intervalles finis). 

Entourons chacun de ces points de discontinuité d'un contour 
fermé aussi petit que Ton VQudra, et désignons par 

r wdz 

rintégrale jwdz prise le lon^ du contour infiniment petit qui en- 
toure le point c. 

Si Ton considère la portion de Taire 21 qui reste après la sup- 
pression des aires infinitésimales entourant les points de discon- 
tinuité, la fonction w sera uniforme et continue en chaque point 
de cette portion. On pourra donc, d'après le théorème démontré 
au n^ 136, supprimer cette portion d'airc) sans changer la valeur 
de l'intégrale 

f fcdz. 

Donc cette intégrale est égale à la somme des intégrales prises le 
long des contours infinitésimaux tracés autour des points de dis- 
continuité que renferme l'aire 21» c'est-à-dire que l'on a 

(1) J wdz = C wdz -h r wdZ'^'*"^' f icdz . 

H C| et Cn 

Donc, pour évaluer une intégrale prise le long du contour d'une 
aire quelconque, il sufiit de savoir évalqer une intégrale prise le 
long d'un contour infinitésimal tracé autour d'un point de discon- 
tinuité. 

139. Soit c un point de discontinuité de la fonction w^ et voyons 
comment on évaluera l'intégrate prise autour de ce point. 

Nous pouvons supposer que l'on donne au contour tracé autour' 
de c la forme d'un cercle de centre c et de rayon infiniment petit p. 
Posons alors 

Quand le point z fera le tour du cercle, 9 variera seul, et croîtra 
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de à 2ic, si 2 fait une seule fois le tour de c, comme cela a lieu 
ici. On aura donc 

dz = ipe^7 df = t (z — c)dfy 
et par suite 

( ivdz=^i Ç*^tc.(z—c)df. 

Je Jo 

140. Supposons premièrement que le produit 

IV. {z — c) = f(z). {z — c) 

converge vers une limite finie F, lorsque z — c tend vers 0, c'est- 
à-dire que la quantité 

*'=iim,_o['-A^-^0] 

ait une valeur finie. LMntégrale 

f w.{z — c)df 

Jo 

est de la forme 

X et y étant des quantités réelles, dépendantes de la position du 
point z sur la circonférence, et par suite fonctions de la variable 
(f et du paramètre infiniment petit p. On a donc 

Mo{X)el ^(ï) désignant des valeurs moyennes de X et de Y. 
Par conséquent 

Or le second membre a évidemment pour limite 2icF, lorsqu'on y 
fait converger p vers zéro, ou z vers c. Donc 

(2) Çwdz = iin.F, 

en posant 

(3) F=:lim^_^w(^-c). 
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Cette quantité F est ce que Cauchy appelle le résidu delà fonction 
w relatif au point c. Il s'est servi, pour désigner les résidus, de la 

caractéristique c^, en entourant de doubles parenthèses le facteur 
de w dont la présence rend cette fonction discontinue au point c. 
Lorsque ce facteur n'est pas en évidence, on multiplie et l'on divise 
par ce facteur, de sorte que la quantité F est représentée, d'après 
Cauchy, par la notation 

Nous proposerons de simplifier un peu cette notation, en suivant 
la même convention que nous employons déjà pour Jes intégrales 
prises le long d'un contour donné ou autour d'un point donné; et 
nous représenterons le résidu de la fonction iv relatif au point c 
par la notation 

On aura , d'après cela , au lieu des formules (2) et (3) , les 
formules 

(4) Ç wdz=:ini, <S w, 

Je c ^ 

^^ c^w=z\im tviz — c). 

141. Dans le cas où limty(2; — c) est infinie, nous conserve- 
rons encore comme définition du résidu Téquation (4') ou 

(6) L^w^^^^wàz. 

Mais le calcul de cette quantité ne sera plus aussi simple, l'équa- 
tion (5) n'ayant plus lieu. 

On peut cependant obtenir immédiatement le résidu, lorsque la 
fonction w est développable en une série convergente, finie ou 
infinie, ordonnée suivant les puissances entières, négatives, nulle» 
ou positives, de la différence % — c. 

Supposons, en effet, que l'on ait un développement convergent 
de la forme 

— • w — i ft 



(z-c) 



«• z—c « 
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En posant encore 

Z—C = /)^^, 

il vient 

En multipliant les deux membres par 

et intégrant entre les limites y — et (j> = 2ic, on a, pour toute 
Valeur de n = 0, mais différente de — I , 

tandis que, pour n = — i, il vient 

I e Aoe df^=iA .1 df^ziiti, A , 

On verrait d'ailleurs, comme au n** 133, que, si R est le reste de 
la série, l'intégrale f Rdz est infiniment petite en même temps 
que R. Donc J wdz se réduit à 27îîA_^, d'où 



c l r 

ii, w^= ^—r / ivdz = A 



C 9^-ri L ~ -i 



Donc, lorsqu'une fonction te;, discontinue au point c, est déve- 
loppable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances 
entières de z — o, et renfermant nécessairement des puissances 
négatives de z — c (sans quoi elle ne serait pas infinie pour z = c), 
le résidu de la fonction w relatif au point c sera égal au coeffi- 
cient de la puissance — \ dez — c dans le développement de w. 
Nous verrons plus tard dans quelles conditions ce développement 
. est possible, et comment on en calcule les coefficients. 

C'est ce dernier énoncé que Cauchy avait pris pour définition du 
résidu d'une fonction relatif au point c. 

142. D'après cette notation, l'équation (1) du n° 135 devient 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 99 



/ tt?rf;2=:27rU O^ tt? -f- O^^îe; -h • • • -H O^^ tt; ), 



3 

OU y par analogie, en représentant par 



[. w=-^-^ / wdz 



le rendu intégral relatif à l'aire 2l> 

31 ^l ^« n 



ou, plus brièvement, 



O tt?=:2 C^c^5 



31 31 

le signe de sommation 2 s'étendant à tous les points de disconti- 
nuité c renfermés dans Taire 21. 
Pour tout" point c où la fonction w reste continue, te résidu 

o i^ est nul. On peut donc, sans changer le résidu intégral, y 

comprendre la somme des résidus relatifs à tous les points de 21 
pour lesquels w est continue, et alors le résidu intégral pourra 
être considéré comme la somme des résidus relatifs à tous les 
f oints de Taire 21. 

143. De la définition des résidus résultent immédiatement les 
relations suivantes : 

Si Ton suppose tous les résidus relatifs, aux mêmes points de 
discontinuité ou à un^ même aire, on aura 

Si Ton considère une aire comme composée de plusieurs autres 
(les contours eux-mêmes ne passant par aucun point de discon- 
tinuité), on aura 



y 
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Si w est le produit de plusieurs fonctions w^^w^^ ..., n'ayant 
pas de points de discontinuité comniuns, on aura, en adoptant la 
notation de Cauchy, 

r f p 



§ m. 

Représentation d'une fonction sous forme de résidu. — Théorèmes de Cauchy 

et de Laurent. 

144-. Soit /"(s) une fonction uniforme et continue dans toute 
rétendue de Paire 21, et soit c un point quelconque de Tintérieup 
de cette aire. La fonction 



F{Z)=: 



'Y 



— C 



sera uniforme et continue dans toute l'étendue de Taire 21, excepté 
au point c. Donc l'intégrale /F (z)dz, prise tout le long du contour 
de 21, se réduira à l'intégrale de la même fonction, prise autour 
du point c. Or, on a 



X 



F{z)ds— iniS F(z) = ini. lim. (z—c) F{z), 



pour z = c. II est clair que 

lim (s - c)F(z) = lim/(2) = f{c). 
On aura donc l'équation fondamentale 

OU, en substituant (n'^ 138) le contour de l'aire 21 au contour infi- 
nitésimal tracé autour du point c, 

On conclut de là le théorème suivant : 

Si f(z) est une fonction uniforme et continue dans loxUe V étendue 
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de l'aire %, et z un point quelconque de l'intérieur de celle aire, 
la valeur de f(z) en ce point est égale à la valeur du résidu de 

la fonctioti _] relatif au point z, de sorte qu'on a 






(i) nz) = -^i-^^^^ = L^ 



ou, ce qui revient au même, 



(2) 






f(y) 

145. La fonction -^-^^ est continue sur tout le contour de 3, 

non seul(3ment par rapport à la variable C, mais encore par rapport 
à la variable 2, c'est-à-dire qu'elle varie d'une manière continue, 
lorsque le point z se déplace d'une manière continue à l'intérieur 
de l'aire 21. On peut donc la différentier par rapport à 2, ce qui 
donne 

D -M. =. f(^^ 



1 D* m _ m 



et, en général. 






On voit que toutes ces dérivées sont également continues tout le 
long du contour de !3l. 

146. Cela posé, soit F(Ç,2) une fonction des variables Ç et r, 
continue par rapport à chacune d'elles tout le long du contour 
de 21. L'intégrale 



fF{'ç,z)d^ 



3 

sera généralement une fonction de z, que nous désignerons par 
^ (z). Si l'on change z en z + dz, on aura 



^{z-i-dz)=^ j F{t,Z'^dz)(lt;, 
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d'où 

dz J^ dz 

Si Ton suppose maintenant dz infiniment petite il viendra, à la 
limite, 

DJ{z)= rD,F(ç,^).dç, 

ce qui montre que la règle ordinaire de la différentiation sous le 
signe / s'applique aux intégrales prises le long d'un contour fermé, 
pourvu que la fonction sous le signe /et sa dérivée D,F(Ç,z) par 

rapport au paramètre z restent Tune et Tautre finies tout le long 
de ce contour. 

Il résulte de là qu'on peut aussi différentier sous le signe c^ , de 
sorte que Ton aura 

et que, si z est le point de discontinuité de la fonction F(Ç,z), 

\)^l,F{^,z) = lp^F{t,z). 

fit) 
En appliquant cette formule à la fonction -^-^ , on tirera des 

équations (i) et (2) les relations 

riz) _ _i_ r fiôd< ^ p fiû . 

(3) \ 2! "" 27rî J^(ç~z)3^ ^'z i^-zy ' 



r' iz) ^ 1 r mdK ^ r 



m 



n-t-i 



(ç_;2:)n^i ^, (ç_2) 



147. Ces relations conduisent d'abord à une conséquence im- 
portante. Les fonctions sous le signe/, dans les seconds membres 
des formules (3), étant toutes finies et continues, toutes les fois 
que z est un point de l'intérieur de l'aire 21, les intégrales auront 
toutes des valeurs finies. Donc toutes les dérivées de f{z) sont des 
quantités finies. 
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II s'ensuit de là qu'elles sont aussi continues. Car f^""^^^ (z) étant 
une quantité finie, Taccroissement 

f^''\z-hdz)—f^^\z) = [/f»+»^ (2;) + c] dz 

(c désignant un infiniment petit) sera infiniment petit en même 
temps que dz, d'où l'on conclut que la fonction /^**^(z) est continue. 
Il en sera de même, dès lors, pour toutes les dérivées précédentes. 

Donc, si une fonction est uniforme et continue dans toute 
l'étendue de l'aire %, toutes les dérivées de la fonction seront aussi 
des fonctions uniformes et continuas dans toute V étendue de la 
même aire. 

Il en sera de même aussi (n® 407, remarque) pour toutes les 
dérivées partielles de la partie réelle et de la partie imaginaire 
de /"(z). 

148. Soient Wet t^ deux fonctions quelconques de z, uniformes 
et continues l'une et l'autre dans l'aire ^. Il en sera de même de 
leurs dérivées, et, par suite, du produit 



H^.D w . 



z 



Donc Vintégrale 



I W,hw,dz= I Wdw 



prise le long du contour de l'aire, est nulle, 

149. Soit c un point de l'aire 21. De l'identité 
1 1 



Ç-Z (ç^c)— (2-c) 

i z—c (z—c) ^ (z—c) 

+* z n -H ••• -f 



on tire, en multipliant par -~r /(Ç)^Ç> et intégrant tout le long du 
contour de l'aire 21, 

(4) l 2ff»J3, ç— z 
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en posant, pour abréger, 









fit) 



Des équations (2) et (3), il résulte que l'on a 

(6) Ao = nc), ^, = ^(1....,^^^=^^. 

Donc 

(7) f{z) = fie) + I^ (z^ c)+ ... 4- Ç^^ {z^cr' + Q. , 

et c'est dans cette relation que consiste le Théorème de Cauchy, 
qui contient comme cas particulier celui de Taylor. 

Si le terme complémentaire un est infiniment petit pour n infini, 
la formule (4) ou (7) donne alors le développement de la fonction 
f{z) en une série convergente ordonnée suivant les puissances en- 
tières et positives de la différence z — c. Cette série coïncide avec 
la série de Taylor dans le cas particulier de 5? et de c réels. 



150. Supposons que Taire 3î à Tintérieur de laquelle la fonc- 
tion f{z) reste uniforme et continue, soit un cercle de rayon /f, 
décrit du centre c, et posons 

d'où 



On aura alors . 



irf^ ♦ 
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1 r«îr 

Zn Jo 

OÙ il faudra remplacer Ç par c+iîe'?. En faisant,de plus, 
on aura 



''■=(i)"'-'X' 



m 



? 



(?-^) 



( 



Dans cette intégrale, la quantité sous le signe / est finie en 
tout point du contour, puisque le point z est intérieur à l'aire. Donc 
l'intégrale a toujours une valeur finie. D'autre part, le facteur 

-5- ) > en dehors du signe/, est infiniment petit pour n infini, 

puisque, pour tout point z intérieur au cercle, on a r < iî. Donc û^ 
est infiniment petit pour n infini. De là ce théorème : 

Pour qu'une fonction f(z) soit déiwloppable suivant les puis- 
sances erUières et positives de la différence z — c, il suffit que le 
point z soit intérieur à un cercle décrit du point c comme centre, 
avec un rayon tel que la fonction f(z) soit uniforme et continue 
en tout point intérieur à ce cercle. 

En d'autres termes, il suffit que le module de z — c soit infé- 
rieur à la distance du point c au point le plus voisin de c, pour 
lequel la fonction cesse délre uniforme et continue. 

Le cercle décrit du centre c et passant par le point de discon- 
tinuité le plus voisin, s'appelle le cercle de convergence de la série. 

451. Supposons maintenant que l'on donne les valeurs de la- 
fonction pour une suite continue de points formant un élément, 
superficiel ou linéaire, aussi petit que l'on voudra, et soient 
c,c',c", ... des points de cet élément infiniment voisins. 
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La dérivée d'une fonction de z étant indépendante de la direction 
de Taccroissement infiniment petit de z qui entre dans le rapport 
différentiel, on peut toujours supposer que les accroissements de 
z ont lieu sur Félément considéré. On connaîtra dès lors, pour 
z = c, les valeurs de la fonction et de ses dérivées d'ordre quel- 
conque, 

m. 

' c' — c 

En appliquant la formule (5), on obtiendra le développement de la 
fonction suivant les puissances dez — c, pour toutes les valeurs 
de z renfermées dans le cercle de convergence décrit du centre c. 

Prenons actuellement pour nouveau centre un point c,, intérieur 
au cercle C, mais aussi voisin que Ton voudra de la circonférence 
de ce cercle, et décrivons de ce centre c» un nouveau cercle de 
convergence Ci , qui comprendra, en général, des points extérieurs 
au cercle C Ou obtiendra ainsi, pour tous les points intérieurs 
à Cl , un développement suivant les puissances entières et positives 
de z — Cl . 

En prenant de même, pour nouveau centre, un point c^ intérieur 
à Cl , on décrira de ce point un nouveau cercle de convergence C^, 
qui comprendra une nouvelle portion de plan, et l'on pourra, à 
l'intérieur de C, , développer la fonction suivant les puissances de 
z — c,. 

En continuant de cette manière, on pourra embrasser, dans l'en- 
semble de ces cercles, passant entre les points de discontinuité, 
tous les points z du plan que l'on voudra, et alors, pour chacun de 
ces points, on aura un développement de la fonction donnée en 
série convergente. On aura même plusieurs développements pour 
les points qui seront intérieurs à la fois à plusieurs cercles de 
convergence. 

On déduit de là ce théorème : Si une fonction f(z) doit rester 
uniforme et continue dans toute V étendue de Faire % (sauf pour 
certains points désignés, où elle peut devenir discontinue), cette 
fonction sera complètement déterminée dans toute Vétendue de 
l'aire 2l> dès que Von connaîtra les valeurs quelle prend en tous 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 107 

points d'un élément fini quelconque, super fi^el ou linéaire, situé 
dans cette aire, et au^si petit que l'on voudra. 

152. Si la fonction f(z) doit rester constante dans l'élément 
considéré, alors, en désignant encore par Cy c'y c'^y ... des points 
consécutifs pris sur cet élément, on aura f{c') = f{c)j d'où 

et de même 
ensuite 

^ ^ c'—c 

puis, de la même manière, 

r{c)=o, f{c)=o,..., 

et ainsi de suite, aussi loin qu'on voudra. 

Si l'on prend maintenant le point c pour centre du cercle de 
convergence renfermé dans l'aire 21 considérée, la formule de dé- 
veloppement (7) se réduira à 

quelque grand que soit n; et comme Q^ est infiniment petit pour 
n infini, il en résulte que l'on a rigoureusement 

f(z) = f{c) = constante , 

dans toute l'étendue du cercle de convergence. 

En raisonnant maintenant comme au n^ 151, on étendra suc- 
cessivement la démonstration à toute l'aire ^. 

Donc une fonction uniforme et continua à l'intérieur d'une aire 
%,nepefut rester constante sur un élément fini quelconque, su- 
perficiel ou linéaire j situé dans cette aire et aussi petit que Von 
voudra, à moins que cette fonction ne se réduise à une constante 
dans toute l'étendue de l'aire. 

Il en résulte immédiatement que deux fonctions uniformes et 

continues ne peuvent être égales sur un élément fini sans l'être 
dans toute l'aire. 
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153. Dans Tévaluation des intégrales qui représentent les coeffi- 
cients (n° 150), on peut substituer au contour du cercle de conver- 
gence celui d'un cercle de même centre et de rayon moindre, et la 
valeur d'un coefficient quelconque 

A 



Îtt Jo 



n'en sera pas altérée. On voit donc que cette intégrale est indépen- 
dante de la valeur du module iî, tant que ce module n'atteint pas 
le rayon du cercle de convergence. 

154. Théorème de Laurent. Supposons maintenant que la fonc- 
tion f{z) soit uniforme et continue dans l'espace annulaire renfermé 
entre les contours de deux aires 21 et a, intérieurs l'un à l'autre. 
Si l'on parcourt les deux contours dans le sens direct relativement 
aux deux aires 21 et a, comprises dans l'intérieur de ces contours, 
le sens direct pour l'aire a sera le sens rétrograde pour le contour 
intérieur de l'aire à connexion double 21 — a, et l'on aura 

Si donc z est un point de Faire annulaire '^ — a, nous aurons 
d'où, en différentiant par rapport à z, 

155. Supposons maintenant que les deux contours soient deux 
cercles, de centre commun o, et de rayons jR et r. Nous aurons 
identiquement 

en posant toujours, pour Ç =: c + Re ' • 
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(2) 



2itR Ja 



Pour la seconde intégrale de la formule (1), on a Identiquement 

1_ 1 

ç-z ~(«-c)-(?-c) 

_ r ^ g-c i«i:£L_+_-ii=£l— 1 

d'où, en faisant 

rfç = t(ç— c)dT , 
il vient 

Jt i;-z Jo L^^-c {2—cy (z— c) J 

en posant, pour Ç == c + re*'' , 

(i) ''-.= irj. fl«)«^*. 

Le point z = re + c étant situé extérieurement au cercle de 
rayon r, on a — < 1 , et on en conclura, comme on Ta déjà fait 

pour Fexpression de û„, que w^ est infiniment petit pour m infini. 
Donc, si f{z) est une fonction uniforme et continue dans Taire 
comprise entre deux cercles de centre commun c et de rayons 
r et jR, la fonction sera développable en une série convergente, 
ordonnée suivant les puissances entières, positives et négatives, de 
la différence z — c, et dans laquelle le coefficient A^^ de la puis- 
sance, positive ou négative, (z-^-c)^^ est déterminé par les for- 
mules (2) et (4). 
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Remarquons que Ton peut réduire ces deux formules à une seule. 
En effet, Tintégrale 



/; 



ii-c) 



fc+1 



est la même, quel que soit le contour fermé (tracé à Tintérieur de 
Taire 21 — a et n'entourant qu'une seule fois le cercle a) le long 
duquel on prenne cette intégrale. On peut donc la prendre indiffé- 
remment soit le long du cercle extérieur, soit le long du cercle 
intérieur, soit le long d'un cercle intermédiaire quelconque de 
rayon p. D'après cela, on pourra, dans les formules (2) et (4), 

remplacer JR et r par p, et l'on aura alors, pour toute valeur positive, 
nulle ou négative de l'indice A;, 

(6) ^k=— î/ fi^-^P^^^) e-^'^df. 

inp t/o 

156. Si la fonction /*(() était uniforme et continue en tout point 
de l'aire du cercle intérieur, il en serait de même de la fonction 

— — , pour toute valeur de z intérieure à ce cercle. Donc alors la 
seconde intégrale de la formule (1) , 



f. 



f(Ô di 



s'évanouirait, et avec elle la partie du développement qui contient 
les puissances négatives de z — c. On retomberait alors sur le théo- 
rème de Cauchy. 

Si l'on suppose, au contraire, la fonction f{z) uniforme et con- 
tinue pour tous les points en dehors du cercle intérieur, on pourra 
supposer le rayon R du cercle extérieur infini. Mais alors, dans 
l'expression (3) de Q^ (n9 155), /"(Ç) convergeant vers une valeur 
nulle ou finie, l'intégrale 

ne deviendra pas infinie, tandis que le facteur (~ j tendra vers 
zéro. Donc Q^ sera nul, quel que soit n, et en particulier pour 
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n = i. Donc la partie de la série correspondante aux puissances 
positives de z — c se réduira à son premier terme 






lequel s'annulera lui-même, si /*(oo) = 0, Alors le développement 
ne contiendra que des puissances négatives de z — c. 

157. Considérons, par exemple, la fonction 

f(z) = y 

où l'on suppose moda<mod6. Si l'on décrit deux cercles 21, 
0, ayant pour centre l'origine, et passant par les points a et ft 
f{z) sera uniforme et continue dans l'intérieur du cercle 21- 
Ella sera donc développable, pour toute valeur de z intérieure 
à ce cercle, en une série ordonnée suivant les puissances positives 
de i?. 

Dans l'intervalle des deux cercles, la fonction sera développable, 
par le théorème de Laurent, en une série contenant à la fois des 
puissances positives et des puissances négatives de z. 

Enfin, pour une valeur de z extérieure au cercle 0, la fonction 
f{z) sera uniforme et continue, quelque grand que soit le module 
de z. Le développement ne contiendra donc plus que des puissan- 
ces négatives de z, le terme constant étant nul, puisque /"(oo) a 
pour valeur zéro. 

158. Le théorème de Laurent est un cas particulier d'une formule 
plus générale. 

Soient c^ , c, , . . . , c^ les points de discontinuité de la fonction 

uniforme f{z)j renfermés dans Taire 21? et supposons que l'on ait 
tracé dans cette aire un cercle C (Jig> 31), de centre quelconque c, 
qui renferme dans son intérieur tous ces points de discontinuité. 
Décrivons, de plus, de ces points comme centres, des cercles Ci , 
C, ^ ... , Cfi, assez petits pour être tous extérieurs les uns aux 
autres et intérieurs au cercle C 



La fonction f{z) sera uniforme et continue dans tout l'espace 

Fig. 31. 

r^C-(C, + C. + - + «p 

compris entre tous ces cercles, el si 
c désigne un point quelconque de cet 
espace r, il viendra . 



f{z) ^ ^ . , 



_L çmdo 

Or, on aura, comme au n" 154, 

De plus, dans J , le module de ç — c étant plus grand que 
celui de z — c, on en conclura, comme au n" 149, 

Û„ étant infiniment petit pour n infini, et chaque coePBcient i» 
étant donné par la formule 

, _ j_ /■ m) a 

Dans J , au contraire, le module de ; — c^ étant plus petit que 
celui de z — c^, on en conclura, comme au n" 155, 

w„ étant infiniment petit pour m infini, et chaque coefficient A'*' 
donné par la formule 

Gommeon peut prendre les rayons des cercles tt^ aussi petits que 
l'on voudra, il s'ensuit que, pour tout point z, pris à l'intérieur du 
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cercle C, et autre que les points de discontinuité, on pourra dé- 
velopper la fonction en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances entières et positives de la différence % — c, et suivant 
les puissances entières et négatives des différences 

de sorte que Ton obtiendra un développement de la forme 

4--; ra+ ••• 



2— C, (Z— C,)' 



»f. __ -f. _^ . . . . 



159. Les théorèmes précédents peuvent s'étendre aux fonctions 
de plusieurs variables. 

Soit une fonction /*(z , s') des variables s , s' , uniforme et 
continue par rapport à chacune de ces variables dans l'intérieur 
d'une aire 21. En appliquant la formule du n** 144, on aura 



zttîJti t—Z 



On a d'ailleurs, d'après la même formule, 



Donc 

On étendrait de môme la formule au cas d'un nombre quelcon- 
que de variables. 

On en tirerait ensuite la généralisation du théorème de Taylor 
pour le cas de plusieurs variables. 
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CHAPITRE m. 

ÉTUDE d'une fonction UNIFORME DANS LE VOISINAGE DES POINTS 

OU ELLE DEVIENT NULLE OU INFINIE. 

i 1er. 

Indice d'une fonction en un point donné. 



160. Soit/*(z) une fonction uniforme et continue dans toute 
rétendue de Taire 21, et n'ayant dans toute cette aire qu'un seul 
zérOy pour z = c. Si Von désigne par ix un nombre entier quel- 
conque, l'expression 

f{z) 

sera uniforme et continue dans toute l'aire, excepté peut-être au 
point c. Si [JL est très-petit, ce rapport pourra s'annuler en c; si [x 
est très-grand, il pourra devenir infini. 

La fonction f{z) étant uniforme et continue dans toute l'étendue 
de 21, on pourra développer f{z) comme au ii° 149, et l'on aura 



en posant 






W 



Le premier terme, 

est nul, par hypothèse. Il peut se faire que quelques-uns des coeffi- 
cients suivants, 

A A 

s'annulent également. Mais il y aura nécessairement quelqu'un de 
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ces coefficients qui diffamera de zéro, sans quoi f(z)y se réduisant à 
0^, quel que fût n, serait infiniment petit pour n infini, ce qui veut 
dire que cette fonction ne pourrait avoir qu'une valeur rigoureuse- 
ment nulle pour tout point de l'intérieur du cercle, et par suite de 
l'aire 21 tout entière. 
Soit A^\e premier coefficient qui ne s'annule pas, ou, ce qui 

revient au même, soit f^^\e) le premier terme de la suite 

/(<?), fie), r{c),,„, 

qui soit différent de zéro. On pourra alors écrire 

f(z)=ù :=A {Z'-cf -hÙ ^,, 
1 ^ ' m m^ ' «1+1 ' 

c'esl-à-dire, 

nôk 

d'où l'on conclut 









La première expression montre que la valeur de la quantité 
est finie, quel que soit le point z pris à l'intérieur de 



Taire 21. 

La seconde expression montre que cette valeur se réduit à A^ 
pour z = c ; par conséquent cette valeur n'est pas nulle pour z= c. 

Donc, si f(z) est une fonction uniforme et continue dans Vin- 
térieur de l'aire 21, ayant un seul zéro au point c, il existera wie 
certaine puissance, entière et positive, 

(s—c) , 
de la différence z — c, telle que la limite du rapport 
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M 

pour z=^c, sera finie et différente de zéro; don il suivra que 

la fonction 

f{z) . 






E{z) 



sera uniforme, continue et différente de zéro pour tous les points 
de l'aire 21. 
L'exposant m est l'indice de la première des dérivées 

r{z), riz),,,. , 

qui ne s'annule pas avec f{z) pour z = c. 

On voit que, dans cette hypothèse, la fonction f{z) pourra tou- 
jours se mettre sous la forme 

f{z)=^{z-^cfE{z), 

E {%) étant une fonction de z uniforme, continue et différente de 
zéro dans toute l'étendue de l'aire 21. 



161. Supposons maintenant que la fonction f{z) soit uniforme 

et différente de zéro dans toute retendue de Taire 21, et qu'elle 

soit continue en chaque point de cette aire, excepté au point 

2; = c, où elle présente un infini de première espèce. Alors, d'après 

1 
ce que nous avons vu (n° 113), la fonction ^pr sera uniforme et 

continue dans toute l'étendue de^lj et ne s'annulera qu'au point 
2—- c. Donc, en vertu de ce qui vient d'être dit, on pourra poser 

* --{z-cf\Fz), 



f{z) 

F{z) étant une fonction uniforme, continue et différente de zéro 
dans toute l'étendue de l'aire 21 ; et, comme la fonction réciproque 

jouit évidemment des mêmes propriétés, il en résulte que la fonc- 
tion proposée pourra se mettre sous la forme 

f{z) = {z^cr'E{z), 
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m étant un nombre entier et positif, et E (z) une fonction uniforme, 
continue et différente de zéro dans toute retendue de Faire 21. 

Enfin, si la fonction /"(z) est elle-même*uniforme, conlinue et 
difierente de zéro dans toute l'étendue de 21, on pourra la mettre, 
par analogie, sous la forme 

nz) = {z^cfE{z), 
c étant un point quelconque de Paire. 

162. Donc, si f(z) est une fonction uniforme en tovi point de 
l'aire 2l> et si elle est continue et différente de zéro en tout point 
de cette aire, excepté au seul point c, oii celte fonction peut de- 
venir nulle ou infinie (de première espèce), cette fonction pourra^ 
dans toute V étendue de Vaire, se mettre sous. la forme 

. f{z)^iz-^cfE{z), 

E (z) étant une fonction uniforme, continue et différente de zéro 
en chaque point de % sans exception, et m étant un nombre 
ENTIER, positif, négatif ou nul, suivant que f(c) sera nul, ou 
infini, ou fini et différent de zéro. 
Ce nombre m s'appelle V indice de la fonction f{z) au point c 
On voit que l'indice d'une fonction exprime l'ordre infinitésimal 
de cette fonction au point considéré c, où cet ordre peut être dif- 
férent de zéro dans l'aire %. 

La valeur de E (2), en un point z infiniment voisin de c, étant 
infiniment peu différente de E (c), il s'ensuit de là que, dans le 
voisinage de c, les deux fonctions 

f{z) et (z-cfE{c) 

ont pour limite de rapport l'unité. C'est ce que l'on exprime en 
disant que /*(z), dans le voisinage du point c, varie comme la 

fonction {z — cj^E (c); ou encore qu'il varie proportionnellement 

a (z — cj . 

163. De l'équation f{z) = (z — cf^Eiz) on tire 

/•' {z) = {z- c)""' [{z^c)E (z)-i- mE(z)] , 
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et comme E' (z) est fini et continu dans le voisinage de c in"" 147), 
cette expression pourra se mettre sous la forme 

E^{z) ne devenant ni nul ni infini pour z = c. Donc V indice de 
la dérivée (tune fonction qui devient nulle ou infinie en un point 
c est égal à l'indice de la fonction diminué dune unité. 

Celte règle ne s'appliquerait plus si Tindice m était 0. . 

H résulte de là que^ si une fonction est infinie en un point c, 
toutes ses dérivées successives sont infinies au même point. 

164. Comme toute fonction rationnelle se forme au moyen des 
trois opérations d'addition (comprenant la soustraction), de multi- 
plication et de division, il suffit, pour avoir l'indice d'une fonction 
rationnelle, en un point, de connaître les indices en ce point des 
différentes fonctions dont elle est composée. 

Soient f^ , /", deux fonctions d'indices m^ , m, au point c, con- 
tinues et différentes de zéro en tout autre point de l'aire % ; et 
a^ , a, deux constantes qui ne sont ni nulles ni infinies. La fonction 

F^aJ,-\-aJ, 

pourra, suivant ce que nous venons de voir, se mettre sous la 
forme 

F= a,{z-cf'E, 4- a,{z-cT' E,, 

•>« 

E^ , E^ étant deux fonctions continues et différentes de zéro dans 
toute l'étendue de l'aire 21. 

Soit maintenant ;;. un nombre entier et fini quelconque, tel ' 
qu'aucune des deux sommes [x+m^ , fx+m, ne soit négative. 

En multipliant les deux membres de l'égalité précédente par 
(z- — c) , il vient 

^z-^cfF=z,[z-ef"''''E,'^a,{z-^cf'''"'E,. 

Chacun des deux termes du second membre étant une fonction 
uniforme et continue dans le voisinage du point c, il en sera évi* 
demment de même du premier membre 

(z—cfF, 
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Or, ce produit est lui-môme d'un certain ordre v ; de sorte que 
Ton a, V étant entier, et G désignant une fonction uniforme, 
continue et différente de zéro, 

{z-cfF={z-^cyG. 
Donc 

F^iz-cY'i'G, 

et par suite F est une quantité de Tordre entier, positif, nul ou 
négatif, v —fi. 

La fonction F, si v— |:jt>0, ou son inverse -~, si v — ii< 0, 

sera continue dans le voisinage de c. Donc le point c est un infini 

de Tune des deux fonctions jP, -^ , et l'autre sera alors finie et 

continue dans le voisinage de c. Donc la fonction F sera continue, 
ou du moins elle n'aura que des infinis de première espèce (^). 

165. Les fonctions 
pourront s'écrire sous la forme 

E 

Ei.E^ et -vr- étant des fonctions uniformes, continues et ditféren- 

tes de zéro en tout point de 21, ? et ;j auront pour indices res- 
pectifs, au point c, m^+w, et m^ — m,. En tout autre point de 
^, ^ et X seront continues et différentes de zéro. Ces fonctions 
présenteront donc le même caractère que /", et /„ d'être uniformes 
et continues dans toute l'étendue de ^, à l'exception du point c, 
où elles peuvent avoir un infini. 



(i) F pourrait s*annuler en d'autres points de H que le point c. On dirait 
pour ces points ce qu'on vient de dire pour le pointe. Les zéros de F, autres 
que le point c, seront nécessairement isolés les uns des autres, comme cela 
résulte de ce que nous avons vu (n» 4 52), à inoins que la fonction F ne se 
réduise identiquement à zéro. 
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166. Le caractère des fonctions uniformes, continues et diffé- 
rentes de zéro, à l'exception d'un nombre limité de zéros et d'infinis 
isolés, ne se perd donc pas, lorsque l'on combine les fonctions par 
addition, multiplication ou division, de manière à en former une 
fonction rationnelle quelconque. 

En particulier, si Ton considère une fonction de la forme 

les indices des fonctions /■,,/,,..., /j^ , au point c, étant 
et ceux des fonctions Çi > <p, , . . • , 9jt au même point étant 

l'indice, en ce même point, de la fonction proposée sera 



§ II. 

Développement en série d'une fonction uniforme en tout point d'une aire donnée, 
à Vexception d'un certain nombre d'infinis de première espèce. 

167. Soient c^, c, , . . . , Cj^ des points isolés, pris à l'intérieur de 
l'aire 21, et Wj , m, , . . . , m^^ des entiers positifs quelconques. La 
fonction 

(i) F= {z^c.r {z -c^T' . . . (^ - c,f k 

sera uniforme et continue en tout point de ;3l, et ne s'annulera 
qu'aux points Cj , c^ , . . . , c,^. Elle n'aura donc aucun infini, mais 
seulement des zéros isolés en ces points c. Donc l'indice de cette 
fonction sera positif aux points c, nul dans tout le reste de l'aire. 
Si Ton pose 

il est clair que E sera une fonction uniforme et continue dans 
toute l'aire ^, et restera différente de zéro dans le voisinage du 
point c^ . Donc m^ sera l'indice de F au point c^ . Pareillement, 
m^^ ... ytn^ seront les indices de F aux autres points-zéros 
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Soit maintenant f=f{z) une fonction quelconque, uniforme 
dans toute l'étendue de 21, ot continue dans cette même étendue, 
excepté aux k points c^ , c, , . . . y c^yOxx elle devient infinie. Les 
indices de fen ces points seront des entiers négatifs, 

En tout autre point de Taire ^, Tindice de f sera nul ou positif. 
Si Ton considère le produit 

ce produit sera uniforme et continu en tout point de ^ autre que 
les points c. En un point c, l'indice de ce produit sera m — n. En 
tout autre point, l'indice sera égal à celui de /*, et, par suite, nul ou 
positif. 

Si donc on prend les indices Wj , m, , . . . , m,^ respectivement 
égaux à n, ,91^ , ... ,91^, les indices du produit ^ aux points 
Cl , c, , . . . c^, seront tous nuls, et, par suite, la fonction 9 sera 
finie et continue en ces points c , comme en tout autre point de 
l'aire 21. 

Donc, si la fonction f est discontinue seulement aux points 
Cj , c, , . . . , c^, et que les indices correspondants soient — n^, 
( — ^.H, , . . . , — n , le produit 

9 = {Z-cf\z-C,r...{Z^€,T^f{z) 

^n^era une fonction uniforme et continue dans toute l'étendue do 
Faire 21. 

On pourra développer cette fonction par le théorème de Cauchy 
dans l'intérieur d'un cercle tracé dans Taire 21 autour d'un centre 
quelconque y , et Ton aura ainsi 

î> {z) = Ao -i- A^{z - v) + A,{z—yy-h ••• , 

en posant 






On a par conséquent, dans Tintérieur du même cercle, 

f(2) = ^»+^.(^-y) + ^.('g— •/)* + ••• . 

(2-c.)»'(i-c,)*=...(s~r/t 
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168. Cette formule nous donne le moyen de calculer le résidu 
de la fonction f{z) relatif à un de ses points de discontinuité c, 
d'indice quelconque n. Mettons, en effets la fonction proposée sous 
la forme 

(z-cf 

f> (z) étant une fonction uniforme, continue et différente de zéro 
dans le voisinage du point c. On aura alors, dans l'intérieur d^ln 
contour %, suffisamment restreint, autour du point c, 

où l'on a posé (n° 149) 






v{z)d z _ ?'*'(<;) 



On en tire 



f(z)= -H 1 Hi4„H » 



ce qui donne le développement de f{z) suivant les puissances en- 
tières, positives et négatives, de 2;— c. Or, d'après ce que nous 
avons démontré (n* 141), le résidu de f{z) relatif au point c est 

le coefficient A^^^ de dans ce développement. On a donc 



z—c 



Donc, si f (z) est une fonction uniforme dans le voisinage du 
point de discontimiité c, et que — n soit Vindice de la fonction 
en ce point, le résidu de la fonction relatif au point c sera donné 
par la formule 

1 r d:-*[sV(^+0] 

laquelle comprend comme cas particulier la formule du n^ 140, 
correspondant^ à n.= 1, 
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i m. 

Expression de l'indice d'une fonction au moyen d'un résidu* 

169. Soit f{z) une fonction uniforme, continue et différente de 
zéro en tout point de Taire 21? excepté au point c. 

Si m est l'indice de f{z) au point c, et que Ton mette f{z) sous 
la forme 

(z-'cf . E , 

1 

la fonction f? et sa valeur réciproque -rr seront Tune et l'autre 

uniformes et continues en tout point de l'aire ^. On aura donc 
(no 148) 

f 
Si Ton remplace maintenant ^ par sa valeur . J_ v^ , il vient 

[ {z^cT / df dz \ 

OU 

J"* dz 
a pour valeur 27uî. Donc, la formule prc- 

cédenté devient 



m 



2«« Jji f — ini Je f ^i 



OU, ce qur est la même chose, 



m 



=-éïf/''^f=^c^^'''f- 



Donc, l'indice d'une fonction f en un point c est égal au résidu 
de la fonction 

relatif au ppint <?, ou, ce qui raient au même, relatif à tmeairc 
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quelconque qui m renferme pas cC autre zéro ou d'autre infini 
que le point c. 

170. Supposons maintenant qu'au lieu cTun seul point c, zéro 
ou infini, la fonction f ait, à Tinlérieur de Taire ^, k zéros ou 
infinis, 

et que cette fonction soit uniforme, continue et différente de zéro 
dans tout le reste de cet aire. 

En appliquant à ces divers points ce que nous venons de dire, 
on aura, pour valeurs de leurs indices respectifs, 



m. = -2 



i r df c 



Si c désigne, au contraire, un point quelconque qui ne soit ni 
un zéro ni un infini, et pour lequel la fonction reste finie et ne 
s'annule pas, on aura pour Tindice de ce point, 

171. Si Cl , c, , . . . , 6*^ sont les différents points de Taire 21 

pour lesquels la fonction f devient nulle ou infinie, la somme des 
indices de la fonction f en ces divers points n'est autre chose que 

la somme des résidus de la fonction -— ^dans Tétendue de Taire 21, 

c'est-à-dire le résidu intégral de cette fonction relatif à Taire 
21, de sorte qu'on a 



i r df p 



log/*. 



Ainsi le résidu intégral de la fonction 
relatif à Taire 21 1 exprime la somme des indices de la fonction 



r 
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/(î) aux différents points de cette aire pour lesquels la fonction 
devient nulle et infinie. 
Cette somme 

Jlf = m, + jw, -4- ••• 4- Wj^ 

s'appelle Yindice intégral de la fonction relatif à l'aire 21- 

L'indice de la fonction étant nul pour tout point qui n'est ni 
un zéro ni un infini, on peut, sans changer la somme précédente, 
y introduire la somme des indices de tous les points autres que les 
zéros et les infmis. On pourra ainsi considérer l'indice intégral 
comme la somme des indices de la fonction relatifs à tous les 
points de l'aire 21. 

172. Considérons maintenant les racines des deux équations 

Si l'on regarde l'indice de la fonction f{z) en un point c comme 
le degré de multiplicité de la racine c, pris positivement s'il s'agit 
d'une racine de l'équation f{z) = 0, négativement s'il s'agit d'une 
racine de l'équation f{z) •= oo ; l'indice intégral 



Jlf =: m^ -+- w, + • • + m 



k 



représentera l'excès du nombre des racines de l'équation f{z) = 
sur le nombre des racines de l'équation f{z) = oo , dans l'étendue 
de l'aire 21. En d'autres termes, M sera égal au nombre des zéros 
de la fonction f{z) dans l'aire 21, diminué du nombre des infinis 
de cette même fonction dans la même aire, chaque zéro ou chaque 
infini comptant pour autant d'unités qu'il y a d'unités dans son 
indice. 
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CHAPITRE IV. 



HKPBKSKNTATION tfuNE VARIABLE COMPLEXE SUB LA SPHÈRE. 



Passage du plan tutrirMital à ta sphère et au plan antipode. 

173. Concevons une sphère de diamètre = 1, tangente en 
Torigine (fig. 32j au plan des coordonnées xOy, ou plan hori- 
sonlal, et située au-deisotis (') de ce plan. Soit 0' le point de la 
sphère oppose au point 0. 

Ëtant donné un point M {x,y) du 
plan, joignons ce point au- point 0'. 
La droileO' M rencontrera la sphère 
en un point ij., qui sera complète- 
ment déterminé par la position du 
point M, et vice versa. On pourra 
prendre donc pour coordonnées du 
point a les coordonnées soit rectan- 
gulaires, soit polaires du point M, de 

sorte que l'expression 

z = x + ip=^r^ 

représentera indifféremment le point M du plan ou le point fj: de la 
sphère. 

A un contour tracé sur le plan correspondra un contour tracé 
sur la sphère. Les deux contours seront à la fois tous les deux 
fermés ou tous les deux- non fermés; tous les deux à connexion 
simple, ou tous les deux à connexion multiple et du même d^ré 
de multiplicité. 



(■) Kous entendons par dessus du plan aK>y la face- de co pian telle qu'im 
observateur se tenant liebout sur celte face, les pieds sur le plan, doive 
tourner d'un angle droit, de sa droite vers sa gauctie, pour passer de la direc- 
tion positive de l'axe des x à ta direction positive de l'axe des y. Ce sens de 
rotation est celui du mouvemenl propre annuel du Soleil pour un.bnHlant de 
riiéraispbôrc boréal. 
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Si le point M s'éloigne à Tinfini, la droite O'i^iM tend à devenir 
parallèle au plan xy^ et le point ij. se rapproche indéfiniment de 
0'. Donc, dans ce système, non-seulement chaque valeur finie de 
X est représentée par un point unique et déterminé de la sphère, 
mais encore la valeur z = oo est elle-même représentée par le 
point unique et déterminé 0' . 

D'après cela, un contour qui, sur le plan horizontal ocy^ aurait 
deux branches infinies, comme une parabole, serait représenté sur 
la sphère par un contour fermé, passant par le point 0. A une hy- 
perbole tracée sur le plan des xy correspondrait sur la sphère une 
courbe en forme de 8, ayant son point multiple en 0'. 

174. A tout point du plan horizontal, situé à une distance finie 
de Forigine 0, correspond un point unique de la sphère, et réci- 
proquement. 

Si donc une fonction f{z) a une valeur unique en chaque point 
du plan situé à une distance finie de 0, cette fonction aura aussi 
une valeur unique en chaque point de la sphère qui ne se confond 
pas avec 0'. Donc, pour les valeurs finies de 2, une fonction uni- 
forme sur le plan est aussi uniforme sur la sphère, et réciproque- 
ment. 

Pour z fini, à un accroissement infiniment petit de z sur le plan 
correspond un déplacement infiniment petit du point corrélatif de 
la sphère, et vice versa. Donc, si une quantité varie d'une manière 
continue sur l'une des deux surfaces, elle variera aussi d'une ma- 
nière continue sur l'autre surface. 



175. Il peut y avoir exception pour les valeurs d'une fonction 
correspondante à des points de la sphère infiniment voisinsdu point 
0' de la sphère, qui représente l'infini. En effet, sur le plan, les 
valeurs de z de module infini et d'arguments différents vont en 
divergeant de plus en plus, tandis que les points correspondants de 
la sphère convergent tous vers le même point 0'. Il peut donc se 
faire qu'une fonction uniforme pour tous les points de la sphère 
autres que 0' devienne multiforme en ce point, où se réunissent 
des valeurs variables exprimées par des nombres infiniment dif- 
férents. 
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Considérons, par exemple; la fonction 

sin z = sin (a? + iy) = sin a?Cli y + i ces x Sh y. 

Cette fonction ne tend pas vers une limite déterminée pour 
s = 00. Car, si Ton fait ic = 0, y = oo, elle tend vers'oo xi] si 
Ton fait a? = oo, y == 0, elle tend vers sin oo^ quantité réelle , 
comprise entre — 1 et + 1 , mais complètement indéterminée 
entre ces deux limites. Or, sur la sphère, ces deux valeurs de z sont 
représentées lUjne et l'autre parle point 0'. Donc en 0' la fonction 
sin z n'est plus uniforme et continue, comme elle Test pour tous 
les autres points de la sphère. Elle a en 0' un point de disconti- 
nuité de seconde espèce. 
Au contraire, la fonction 

., . az-h b mz 

M = -TT—r "+- 



tend pour ^ = oo, vers la limite finie — > quelles que soient les 

composantes de 2, pourvu que le module soit infini. Donc cette 
fonction est encore uniforme en 0' , comme en tous les autres 

points de la sphère. 

176. Si Ton désigne par $ l'arc de grand cercle compris entre 
le point et le point z de la sphère, cet arc faisant partie d'un 
cercle de diamètre == 1, sa longueur mesurera l'angle X — - ^O'O, 
compris entre les directions O'O et O'z. Le module r du point z 
du plan sera donc égal à 

tang 5 = tang x . 

_ • 

Donc le point représenté par re*^ sur le plan sera représenté par 

lang5.e*''ziz tang^.e*'' 
sur la sphère. Si r varie d'une manière continue, il en sera de 
même de à ou de A, et réciproquement, sauf le cas de (î = A = - , 
c'est-à-dire sauf le voisinage de 0' . 

177. Si l'on fait décrire à z, sur le plan horizontal, un cercle 
ayant pour équation 
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la courbe tracée par le z de la sphère sera l'intersection de celte 
sphère, représentée par l'équation 

avec le cône 

On tire de ces deux équations 

2«Ï+(1-H&= — fl')î — 1, 

ce qui montre que la courbe d'intersection est plane. Donc le z de 
la sphère décrit un cercle comme le z du plan ; et réciproquement. 

178. Imaginons maintenant un plan tangent à la sphère au 
pôle inférieur 0' , et joignons le z de la splière, que nous désigne- 
rons par Ç, au pôle supérieur 0. La ligne 0^ rencontrera le plan 
inférieur en un point z', qui sera lié avec s et avec Ç, et qui sera 
déterminé par chacun d'eux, ou le déterminera sans ambiguïté. 

Nous avons, entre le module r et l'angle OQ'z = $, la relation 
r— tang S. 
L'angle O'Oï étant égal à -| — !Î, le module O'z' aura pour valeur 

r' = tang O'OZ :rz col 3 ::: 

L'argument sera le même que celui de z, si l'on prend pour cet 
argument l'angle du plan 0^' avec le méridien fixe passant par 
Ox, ce qui suppose les faces supérieures des deux plans tournées 
vers la même direction, celle qui va de 0' vers 0. Mais il est plus 
convenable de compter l'argument de z' dans le sens opposé. 

Examinons, en effet, par quel procédé de déformation nous pou- 
vons passer le plus simplement du plan supérieur à la sphère, 
puis de celle-ci au plan inférieur. Imaginons un observateur placé 
en s, debout sur la face supérieure du plan horizontal (fig. 33). 
•■''ï- ^' Concevons qu'on enroule !a ligneOs 

sur le méridien 0^0', en faisant va- 
rier la longueur de celte ligne de 
manière que chaque point : suive la 
droite O'Ça. L'observateur, entraîné 
dans ce mouvement, se trouvera de- 
bout en Ç sur la surface extérieure 
de la sphère. 
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Déroulons maintenant Tare O'Ç, jusqu'à ce qu'il vienne s'appli- 
quersurO'z', en faisant varier sa longueur de manière que le 
point Ç suive la droite OÇs'. L'observateur placé en Ç, sur la sur- 
face extérieure de la sphère, arrivera en Zy la tête tournée vers le 
bas, en sens inverse du sens dans lequel il se trouvait en 2, et dans 
une position que nous pourrons désigner par le mot di* antipode. 
Nous appellerons alors, par analogie, plan antipode le plan infé- 
rieur 0'^'. 

Cela posé, pour que, sur le plan antipode, l'axe des y soit situé 
à un angle droit au delà de l'axe des x pour un observateur de- 
bout en 0' sur la face inférieure du plan et tournant de droite à 
gauche, il faudra faire croître les azimuts sur ce plan en sens . 
contraire des azimuts sur le plan horizontal. Si l'on désigne donc 
par p' l'argument de z' compté à partir du même plan fixe que 
1 argument p de z, il faudra prendre 

On conclut de là^ que l'on aura 

z' =r'e'^' = — e-'^ = —• 

r z 

Ainsi la construction précédente détermine sur le plan antipode une 
nouvelle variable 2', dont la valeur est réciproque de la valeur 
de z (4). 

179. Étant donc donnée une fonction 

de la variable z sur le plan horizontal, on pourra la transformer 
en une fonction 

/^(ç) = /(tang 5 . e'P) = /(tang 5 . e"-*^'; 
de la variable Ç sur la sphère , puis en une fonction 

de la variable z' sur le plan antipode. 

— - ■■■ — — ■ - ■ — ..i. ^l■■ ■■■ I I...» — — ■-—■■■■■ I. ■■ ■ ■ I ■ ■ ■ ■ ■■■■■ ■■■ ■ ■ ■■ ■■^1,— ■ —« ^,1 »» ■■■■^■^ipl^. ^ 

(^J G*est grâce au sens adopté pour compter les arguments sur le plan 
antipode que z' est une fonction (monogène) de z, et, par suite, que toute 
fonction de z sera aussi une fonction de ;5', et vice versa. 
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Lorsque z variera de zéro à Finfini, le point $ passera de en 
0', et z' variera de Vinfini à zéro. Si Ton fait 



M 



^f{jr) = .i^'), 



la valeur de f{z) pour js =~ oc sera la valeur de ç {z') pour z' = 0, 
tandis que, sur la sphère, les valeurs infinies soit de 2, soit de z\ 
correspondront toujours à des valeurs finies de la quantité (î et à 
des points déterminés de la sphère. En rapportant donc la variable 
à un point de la sphère, on n'aura plus à considérer de points 
situés à Tinfini, et l'on pourra traiter l'infini comme toute autre 
valeur représentée par un point de la surface sur laquelle se meut 
la variable. 

i II. 

180. Théorème. Une fonction qui est uniforme, finie et continue 
dans toute V étendue de la sphère, se réduit à une constante. 

Pour démontrer cette proposition, mettons la fonction f{z) 
= f{x H- iy) sons la forme u + iv ^ u ei v ayant chacun une 
valeur unique en chaque point du plan horizontal, et par suite en 
chaque point de la sphère. Nous supposons, de plus, qu'en chaque 
point de la sphère, uétv soient des fonctions continues des va- 
riables à et p, qui déterminent la position de ce point. 

Partageons la sphère en deux parties par une ligne fermée 
quelconque, qui ne se coupe pas, et de telle sorte que la calotte 
supérieure renferme le point 0, la calotte inférieure le point 0'. 
Nous pourrons transformer tous les points de la calotte supérieure 
en des points du plan horizontal renfermés dans nne certaine aire 
%, et tous les points de la calotte inférieure en des points du plan 
antipode renfermés dans une aire %' . 

D'après la formule démontrée au n"» 137, on aura, sur le plan 
horizontal , 

jj [(D,w)* 4- (D^n)^ J ^dy = f ndv, 

l'intégrale du second membre étant prise dans le sens positif par 
rapport à l'aire 21, c'est-à-dire en marchant de Vouest à Vest 
(n^ 175, note). 



1^ xmimuL ntmcsissÈE 

Od aura de même, sor le plan antipode. 



// 



a ^ • a- 

nntégrale do aecond meoibre étant prise dans le sens des ai^lles p' 
oroisaantSy on dans le sens des ^i^^ p décioisBants, c*esl-à-dife 
en màidxasA de Vest à Fauesi. 

On pent maintenant considérer x , y , on x' , y' comme les 
eaordannéei iawjeniieUes d*an point ; de la sphère. Les fdxictîons 

D^«. Dy«. D^M. Dy'!»- « . dr 

auront les mêmes expressions et les mêmes râleurs, soit qu'on rap- 
porte les coordonnées à un point de Fun des plans, soit qu on les 

considère comme déterminant un point de la sphère. On aura donc 

« 



= I M/fr + / ii^r . 



la première intégrale de chaque membre se rapportant à la calotte 
supérieure, et l'autre à la calotte inférieure. 

Or les mt^;rale8 f t(4v , f udv sont prises l'une et l'autre 

le long de la courbe de séparation des deux calottes, laquelle, sur 
les deux plans, s'était transformée dans les contours des aires 
^, ^'. Ces intégrales sont donc composées des mêmes éléments. 
Mais dans la première le contour est parcouru de l'ouest à l'est, 
tandis que dans la seconde il est parcouru de l'est à l'ouest. Donc 
les mêmes éléments sont pris en signe contraire dans ces deux 
intégrales, li résulte de là que ces intégrales sont égales et de signe 
contraire, et que leur somme est nulle. Il en est donc de même 
aussi pour la somme des intégrales doubles. 

Mais ces intégrales doubles sont composées d'éléments qui ne 
peuvent être négatifs. Donc, pour que leur somme soit nulle, il 
faut que ces éléments soient nuls séparément, ce qui entraîne les 
équations 
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Donc la fonction u se réduit à une constante dans toute retendue 
de la sphère, et comme on a, en chaque point (n° 102) 

il en résulte que v doit se réduire aussi à une constante. Donc f{z) 
se réduit ^ une constante dans toute l'étendue de la sphère, et 
par suite aussi dans toute l'étendue du plan (*). 

181. Il résulte de là que toute fonction uniforme de 2, qui ne 
se réduit pas à une constante, doit présenter au moins un in6ni en 
quelque point de la sphère, et par suite elle doit devenir infinie 
pour une valeur au moins de z, finie ou infinie. 

182. Si la fonction f{z) ne se réduit pas à une constante, il en 

1 1 

sera de même de son inverse -ttt-* Donc la fonction -77-: devra 

aussi présenter un ou plusieurs infinis, et par conséquent la fonc- 
tion f{z) un ou plusieurs zéros. 

Donc toute fonction uniforme de z, qui ne se réduit pas à une 
constante, doit nécessairement présenter, dans l'étendue infinie du 
plan, un ou plusieurs zéros, et aussi un ou plusieurs infinis. 

De plus, si le point 0' est un zéro (ou un infini), il faut que la 
fonction ait en un autre point un infini (ou un zéro). Donc toute 
fonction uniforme a au moins soit un zéro, soit un infini, situé à 
une distance finie. 



l*) On peut encore démontrer ce théorème comme il suit : 

La fonction f{z) étant toujours finie et continue, quelque grand que soit 

■ 

s, on aura, en prenant pour 31 un cercle de rayon infini, et posant y =Re^3 

•2" /"(çM? 






z 

l— — 



Or pour R infini, f{K) restant toujours fini, l'intégrale différera infiniment 

peu de 

•27r 






2i 

quantité finie et indépendante de z. Donc f{z) est aussi indépendante s^, et 
se réduit ^ une constante. 
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Il est aisé de voir que cette proposition contient comme cas 
particulier le théorème, que toute équation algébrique a au moins 
une racine (n~ 74-76). 

183. La fonction f{z) — k doit, d'après cela, avoir au moins un 
zéro. Il s'ensuit de là que la fonction f(z) passe au moins une fois 
par une valeur donnée quelconque k. 

Ainsi toute fonction uniforme dans toute retendue de la sphère 
reçoit nécessairement toutes les valeurs possibles, y compris zéro 
et l'infini, 

184. Remarquons que les zéros (et les infinis) d'une fonction 
doivent être nécessairement isolés. Car s'ils étaient infiniment rap- 
prochés, ils formeraient un élément continu, sur lequel la fonction 
présenterait une valeur constante, et l'on en conclurait alors 
(n** 452) que la fonction devrait rester constante dans toute l'éten- 
due du plan. 

Un infini de première espèce ne peut être non plus à une dis- 
tance infiniment petite d'un zéro; car alors l'inverse de la fonction 
serait discontinu en ce point, aussi bien que la fonction elle-même, 
et l'infini ne serait plus de première espèce. 

185. Soit f{z) une fonction finie et continue en tout point de 
la sphère autre que le point 0' . Partageons toujours la sphère en 
deux calottes, dont l'une contienne 0, l'autre 0', et transportons 
tous les points de la calotte inférieure %^ sur le plan antipode. 

La fonction f{^) = f\—r) = f {^') sera finie et continue pour 

toute valeur de z, excepté pour z' = 0. Soit — n Tindice de cette 
fonction pour z' = 0. On pourra, d'après ce que nous avons vu, 
développer la fonction 



uniforme et continue dans toute l'étendue du plan antipode, en 
série ordonnée suivant les puissances positives de z', et poser 



Z'^iz') = Aç-hA,z' + ... + \,^ z'""' + Q^z' 



A ..«-* _i_ n -r'* ^ 
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Q^ étant une fonction finie et continue dans toute retendue du 
plan antipode. Donc 

. ^^ ^ 2^n ;j.«-l Z' »' 

1 

d'où en remplaçant z' par — > ?(2^') P^^ fi^)^ 

z 

û^ = f{z) - (^0 s" -H .4, 2»-^ H- ... + il„.^2) , 

formule vraie sur toute l'étendue de la calotte %' . 

Or la fonction û„ est finie et continue sur toute la calotte %' ; 
elle l'est évidemment aussi sur toute la calotte 21. Donc elle l'est 
aussi sur toute la sphère, et par conséquent elle se réduit {n^ 182) 

à une constante A^. On a donc 

« 
f{z)=^Aoz'' -{- A,z^^ -H •.• -}- i4„.i .2: -H ^„ . 

Donc une fonction uniforme qui ne devient infinie que pour z 
infini, et qui, pour toute autre valeur de z, reste finie et continue, 
est une fonction entière et rationnelle de z, dont le degré est égal 
à V indice du point z == 00 . 

186. Supposons maintenant que la fonction f{z) ait des infinis 
Cj , c, , . . . , Cit , autres que le point 0' . Partageons la sphère, comme 
précédemment, en deux calottes contenant l'une tous les points c, 
l'autre le point 0', qu'il soit ou non un infini. 

Suivant ce qui a été démontré, la fonction pourra se mettre sous 
la forme 

... ^0+ A,z+ A^z^ -h "' 

^(^) = ;; — — r^ t" ' 

{z^c,p{z-cf^--{z^c,)'^ 

Hj , n, , . . . , nit étant les indices des points c^ , c^ , . . . , Cj^; de sorte 
que la fonction 

F = (z—c,f' {z - c,Y^ . . . (^ - cp . f(z) 

sera uniforme et continue dans toute l'étendue de la calotte su- 
périeure. 

Elle sera également uniforme et continue en tout point de la 
calotte inférieure, à l'exception peut-être du point 0' . Donc, d'après 
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ce que nous venons d'établir au numéro précédent, cette quantité 
F sera une fonction entière et rationnelle de 2, d'un degré n mar- 
qué par son indice au point 0\ et, par suite, de la forme 

Donc la fonction proposée f{z) sera de la forme 

Il ll-l 



(z-^c,T*{z—c')*K..(z-^c/^ 



le numérateur se réduisant à une constante, si la fonction F est 
finie en 0'. 

Donc toute fonction uniforme et continue dans toute retendue 
de la sphère, à V exception d'un nombre limité d'infinis de pre- 
mière espèce, est une fonction rationnelle, 

187. Soient Cj , c, , . . . , c^ tous les points où une fonction f{z) 
devient nulle ou infinie sur le plan horizontal; w, , w, , . .. , «^ 
leurs, indices, positifs ou négatifs. La fonction 

f(z) 



«* 



(^ — c,)*i {z— c,Y* ... (2 — Cj^ 

ne pourra devenir nulle ou infinie en aucun point du plan. Donc 
elle se réduira à une constante A (n** 484), d'où l'on tire 

f{z) = A {z^c.r^ {z^c,T* ... (z^cj^ . 

Donc une fonction uniforme et continue dans toute l'étendue de 
la sphère, à V exception d'un nombre limité d^infinis de première 
espèce, est connue, à un facteur constant près, dès que Von donne 
ses zéros et ses infinis avec leurs indices respectifs. 

§m. 

Détermination d*une fonction par des conditions relatives au contour et aux 

points de discontinuité. 

188. Nous avons vu (n** 151) qu'une fonction uniforme et con- 
tinue dans une aire donnée est déterminée pour toutes les valeurs 
de la variable comprise dans cette aire, lorsqu'on donne ses valeurs 
en tout point d'un élément de l'aire aussi petit que l'on voudra. 
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Nous allons voir comment on peut réduire au strict nécessaire 
les conditions de la détermination d'une fonction, ce qui conduira 
aux moyens d'étudier une fonction suffisamment déterminée, sans 
avoir besoin de connaître son expression analytique. 

189. Nous avons vu (n** 151) que si une fonction uniforme et 
continue w de z =x+ iy est donnée pour un élément, superficiel 
ou linéaire, de Taire ^, aussi petit que Ton voudra, on obtiendra 
d'abord l'expression de cette fonction, sous forme de série conver- 
gente, pour tous les points de l'intérieur du cercle de convergence 
qui a son centre en un point quelconque de l'élément ; et de là, en 
s'avançant de proche en proche, on peut déterminer la fonction 
dans toute l'étendue de l'aire 21. 

Nous pourrons supposer que l'élément linéaire le long duquel la 
fonction est donnée est le contour même du cercle de convergence 
C, de r^yon R et de centre c, ou d'un autre cercle quelconque 
compris dans le cercle de convergence, et aussi voisin de lui que l'on 
voudra. Si l'on connaît les valeurs que prend la fonction f{z) en 
tous les points de la circonférence C, les formules du n° 154 dé- 
termineront les coefficients du développement de f{z)y sous forme 
d'intégrales portant sur des fonctions connues, et ce développement 
donnera les valeurs de f{z) en un point quelconque de l'intérieur 
du cercle. 

La fonction w = f{z) ainsi déterminée, jouira des propriétés 
suivantes : 

Elle sera continue, ainsi que toutes ses dérivées^ pour toute va- 
leur de z intérieure au cercle ; 

Elle satisfera à l'équation aux dérivées partielles 

190. Au lieu de la fonction w -— u -\' iv elle-même, il nous 
suffira, dans nos recherches, de considérer sa partie réelle u. Cette 
partie réelle une fois obtenue, les conditions (2) du n^ 102, aux- 
quelles le coeflicient de i devra satisfaire, nous feront connaître la 
différentielle 

expression intégrable en vertu de la condition 

X y 
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On en trrera, par Tintégration, la valeur de v^ à une constante 
réelle près. Enfin celte constante elle-même sera déterminée, si 
Ton donne la valeur numérique de v en un point quelconque 
i^oiVo) de Taire considérée. 

191 . Si dans le développement 

on sépare le réel de l'imaginaire, en faisant 

on obtiendra le développement de la partie réelle u de k; sous la 
forme 

u =z Bo-^ B^rcosp -h B^r^cosip + ••• 

— CjT sln p — C,r* sin 2p— 

En un point du contour de (t, pourr = Ry cette valeur deviendra 

Uo = Bo + B^Rcosp -h B^R^cos^p h — 

— Cfi sin p — C,R's\n2p 

Réciproquement, si Ton connaît la valeur tto de u en tout point 
du contour de C, on aura la valeur de u en un point quelconque 
% = c + rê^ de l'intérieur du cercle, en multipliant les termes du 

développement de u^ par les puissances correspondantes de ^ • 

Les conditions auxquelles satisfait vo sont remplies également par 
la partie réelle w. Ainsi il existe une fonction réelle u 'de x et dey 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

i. Elle prend le long de la circonférence du cercle C la même 
suite de valeurs qu'une fonction donnée u^ , continue en chaque 
point de cette circonférence; 

II. En tout point de V intérieur du cercle, elle est continue, 
ainsi que toutes ses dérivées partielles; 

III. Elle véi'ifie V équation aux dérivées partielles 

192. Celte fonction u, que nous venons de déterminer, est la 
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seule qui satisfasse aux conditions du numéro précédent. En efTet, 
reprenons l'intégrale double déjà considérée aux n** 137 et 180, 

Q{u)= f f [{D,uY 4- (D^uY] dxdy , 

et soit, s'il est possible, une autre fonction f/, satisfaisant comme u 
aux conditions I, II et III. Nous pourrons représenter cette fonction 
par w + , étant une fonction différente de zéro dans tout l'in- 
térieur du cercle, mais s'annulant en tout point de la circonférence, 
en vertu de la condition I, à laquelle les fonctions n et u + d sont 
supposées satisfaire l'une et l'autre. 

De plus, d'après la condition II, B sera continue, ainsi que toutes 
ses dérivées. Enfin, d'après la condition III, on devra avoir 

D« -f D* ô = 0. 

X y 

Cela posé, en faisant le même calcul qu'au n° 137, on trouvera 

Û(0)= ( e(D^orfy-D ôrfa?), 

quantité nulle, puisque 9 a la valeur constante zéro tout le long du 
contour de C. 

De la condition û (ô) = il résulte, l'élément de cette intégrale 
ne pouvant être négatif, que l'on a 

d'où il s'ensuit que l'on aura en tout point de l'intérieur du cercle 

D,ô = 0, D^ezz-O, 

et par suite 

ô = constante. 

Enfin, cette valeur constante elle-même doit être nulle, puisque 
9 = tout le long du contour. Donc la fonction m, déterminée au 
numéro précédent, est la seule fonction uniforme qui satisfasse aux 
conditions I, II et III. 

La démonstration précédente subsisterait encore dans le cas où 
Ton substituerait au cercle C une aire quelconque à connexion 
simple. 

193. û (9) sera nul toutes les fois que D^^ 9 et Dj, 9 le seront en 
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chaque point du contour, c'est-à-dire toutes les fois que la fonction 
B aura le long de ce contour une valeur constante. On en conclura 
alors que Q sera aussi constant dans tout Tintérieur du cercle, et 
, par suite, si est la partie réelle d'une certaine fonction <ù de x 
+t y, cette fonction elle-même (n^ 137) se réduira à une constante 
dans toute l'étendue de l'aire circulaire. Ainsi une fonction de 2, 
uniforme et continue dans un cercle donné, ou plus généralement 
dans une aire donnée quelconque à connexion simple, se réduit à 
une constante toutes les fois que la valeur de sa partie réelle reste 
constante tout le long du contour de Taire. 

194. Supposons maintenant que la fonction w doive être finie 
et continue pour toute valeur de z, c'est-à-dire dans toute l'étendue 
de la sphère. Prenons pour aire 21 la sphère entière moins un cer- 
cle infiniment petit de centre quelconque c. La fonction étant 
continue dans le voisinage de c, sera constante le long de la cir- 
conférence infiniment petite qui forme le contour de l'aire. Donc 
elle sera aussi constante dans tout l'intérieur de l'aire, c'est-à-dire 
dans toute l'étendue de la sphère. 

Nous sommes ainsi ramenés au théorème du n° 180. 

195. La fonction unique u, qui satisfait aux conditions I, Il et 
III du n*^ 190, jouit, de plus, de la propriété de rendre minimum 
l'intégrale double 

û (U) = ff [{D,Uy + {D^Uy] dxdy, 

lorsqu'on prend pour U toutes les fonctions uniformes et continues 
qui satisfont seulement à la condition I, c'est-à-dire qui prennent 
la valeur u^ le long de la circonférence du cercle C. 

En effet, comparons les valeurs que prend 12 (17) lorsqu'on y 
remplace successivement D par la fonction u satisfaisant aux condi- 
tions I et II, et par une fonction quelconque prenant également 
le long du contour la valeur Wo? et que nous pourrons représenter par 

9 étant une fonction réelle quelconque, uniforme et continue à Tin- 
térieurdeC, et s'annulant tout le long du contour de C. Les 
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dérivées de b seront continues (n^ 14-7). On trouve, en développant, 

Or, à cause de 
on a, par la formule (1) du n« 125, 

et de même, par la formule du n** 126, 



Il [J)^uDyO-^ B ,^u]clx(1y =— Q.DyUdx. 



Donc 
J Jts. 



[jy^uD^e -h ï}^uJ)^e] dxdy 

CD 

= / Q{D^udy—DyUdx)— I I (D*W4- D*w)0rf.Tdy. 

Or, les intégrales du second membre sont nulles, la première 
parce que s'annule tout le long du contour, la seconde par la 
même raison et aussi parce que u satisfait à la condition III. Donc 
on aura simplement 

0,(6) ne peut être négatif. Donc, tant que Q{6) ne sera pas nul, 
on aura toujours 

On aura 

dans le seul cas où Q, (6) sera nul; mais alors, d'après ce que nous 
avons vu, 6 devra lui-même s'annuler, et u + se réduira à u. 

Donc, parmi toutes les fonctions U qui satisfont aux conditions 
I et U, celle qui donnera pour Q. {u) la valeur minimum sera la 
fonction unique qui satisfait à la condition III. 
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C'est d'ailleurs le seul minimum dont l'intégrale Û (U) soit 
susceptible. Car, si Von part d'une valeur quelconque Q{U) 
= Û (tt + 6) = Û (u) + Û(ô), et que Ton remplace par Ae , /t 
étant une constante moindre que Tunité, on aura 

Û(Aô) = ft«Û(6), 

et par suite 

ù{u-h he) = û(t*) 4-A*û(e)<û(M H-e). 

Donc V = u + ne peut donner un minimum de û (t/), si ce n'est 
pour 9 == 0. 

196. Passons maintenant au cas général où Ton considère non 
plus Taire d'un cercle C, mais une aire quelconque 21 à connexion 
simple. Soit toujours U une fonction de x et de y, continue dans 
toute cette aire, et prenant le long du contour de l'aire une série 
de valeurs données, représentée par Uq. 

L'intégrale « 

Ù^{U) = ff [{D^Uy H- D^Uy] d^dy. 

étendue à tous les éléments de cette aire, ne peut devenir négative. 
Parmi les formes, en nombre infini, que Ton peut attribuer à la 
fonction U, il doit en exister une qui rende cette intégrale mini- 
mum. Désignons par u cette détermination particulière de Uy que 
l'on peut supposer obtenue par un moyen quelconque. 

Cela posé, traçons à l'intérieur de 21 un contour fermé quel- 
conque, qui partage Taire 21 ^en deux parties. Tune annulaire et 
extérieure 0, Tautre intérieure et à connexion simple C. Imaginons 
que dans toute Taire annulaire Q on attribue à la fonction U la va- 
leur déterminée Uj et que dans la partie intérieure C on laisse V 
indéterminé. 

D'après la supposition de la continuité de {7, cette fonction devra 
prendre, le long de la ligne de séparation des aires et C> la même 
série de valeurs que la fonction w, sans quoi il y aurait disconti- 
nuité en passant d'un côté à Tautre de cette ligne. De plus, cette 
fonction U sera encore assujettie à suivre dans Tintérieur de C la 
loi de continuité. 

L'intégrale U^ (U) se composera de deux parties : Tune Q^ (U) 
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= 12^ {ii)y qui est déterminée et constante, l'autre Û^(f/), dont la 
valeur variera avec la forme de la fonction U. Donc la valeur totale 

ù^ (U) == const. + û^ (U) ^ 

ne pourra être minimum qu'autant que Q^iU) le sera, c'est-à-dire 

qu'autant que Ton aura choisi pour U la forme qui rendra Q^ (U) 

minimum. 

Or, par hypothèse, on aurait la valeur minimum il (U) en faisant 
V ^=Uy non seulement dans j3, mais encore dans l'autre partie 
C de %. Donc la fonction u ^st celle qui rend aussi minimum 
l'intégrale û^ (U) parmi toutes les fonctions qui ont sur le contour 

de C la même valeur que w. 

Soit pris maintenant pour C un cercle de centre c, compris tout 
entier dans %, Parmi toutes les fonctions imaginables qui ont sur 
le contour de C la même valeur que w, celle qui rend ii^ {U) mi- 
nimum est la fonction qui remplit, "à l'intérieur de ce cercle, les 
conditions U et III. Ainsi, cette dernière fonction^ est celle que 
l'on doit prendre en tout point d'un cercle tracé du centre c à l'in- 
térieur de 21- Si nous déplaçons maintenant le centre c, comme 
au nM51, nous finirons, de proche en proche, par embrasser suc- 
cessivement tous les points de l'aire %. 

Donc, {(c,y) désignant un point quelconque d'une aire à con* 
nexion simple 21, parmi toutes les fonctions réelles de x et de y, 
qui prennent sur le contour de % une même suite donnée de va- 
leurs, et qui restent continues à l'intérieur de %^ il en existe une 
it, qui rend minimum Vintégrale 

^^:^iU) =jj [{D.uy + (J)^vy]dxdy; 

et celle fonction u jouit des propriétés suivantes .• i® elle est con- 
tinue, ainsi que toutes ses dérivées partielks, à V intérieur de%; 
2^ elle vérifie en tout point de 3 l'équation avs dérivées partielles 

DlU'hBln^O. 

197. Si l'on suppose maintenant que u soit la partie réelle d'une 
fonction u + iv iez — x + iy, on aura (n° 102), en intégrant 
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entre deux points z^yZ de Faire ^, et prenant pour chemin d'in- 
tégration une courbe quelconque tracée à l'intérieur de ;2l, 

V = I (D^ u rfy — D ti dai) 4- const. 

La quantité sous le signe /étant une difTérentielle exacte, l'inté- 
grale sera indépendante du chemin parcouru (n® 130). Donc i; sera, 
comme u, une fonction uniforme de x et de y. 
De plus, la valeur de dv donne 

Donc (n** 102) u + iv est une fonction de z=^ x + iy, uniforme 
et continue à Pintérîeur de 21, dont la partie réelle u prend le 
long du contour de % une suite de valeurs données, et dont la 
partie imaginaire iv peut prendre en un point quelconq^ie de 21 
une valeur donnée. 

Enfin, la fonction u + iv qui satisfait à ces conditions est 
unique. — Car, si Ton remplace u + iv par {u + iv) + (u + iy), 
1» V + iy devra être une fonction de x + iy, uniforme et continue 
dans toute Taire 21 ; 2° u devra s'annuler tout le long du tîontour 
de 21; 3° y prendra la valeur zéro en un certain point z^ de 21. 
Puisque u est nul tout le long du contour de 21, l'intégrale 



/, 



yjd^ 

H 

est nulle. Donc {n^ 137) u + iy se réduit à une constante. Cette 
constante est nulle, puisque v s'évanouit sur le contour, et y au 
point Zo- Donc la fonction u + iv est la seule qui puisse satisfaire 
aux conditions ci-dessus. 

Remarque. Les recherches précédentes reposent sur le principe, 
admis comme évident, que, parmi toutes les fonctions Z7qui satis- 
font à des conditions données dans une aire donnée, il en existe 
une qui rend l'intégrale Ù{U) minimum, et nous avons vu que 
c'est celle qui satisfait à une équation aux dérivées partielles, ana- 
logue à celle du potentiel. Ce principe a été employé par Lejeune- 
Dirichlet dans ses Leçons sur l'action des forces qui agissent en 
raison inverse du carré de la distance, et pour cette raison, Riemann 
lui a donné le nom de principe de Dirichlet. 

198. Supposons maintenant que la fonction à déterminer ne 



J 
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soit plus assujettie à rester toujours continue à l'intérieur de 21, 
mais qu'elle puisse présenter des infinis de première espèce. Ses 
dérivées étant infinies pour les mêmes points, l'intégrale 



IL 






sera elle-même infinie, et ne pourra plus être employée. 

Dans ce cas, Riemann emploie, au lieu de cette intégrale, la 
suivante , 

prise encore dans toute l'étendue de l'aire 21. Cette expression 

s'annule (n^ 102), toutes les fois que a + ip est une fonction de 

z = x + iy. 

Soit maintenant u une fonction de a? et de j/ qui ait les mêmes 

infinis c, e', ... que la partie réelle a de « +ip, et qui en ces 

points prenne une valeur différant de celle de a d'une quantité 

finie, c'est-à-dire telle que Wm^^^iu — a) ait une valeur finie en 

chaque point c. Nous dirons dans ce cas, pour abréger, que la 

fonction u devient infinie de la même manière que a. 

Cela posé, si l'on fait 
% 

U — a = /z, 

la fonction /x sera finie et continue dans tout l'intérieur de 21, et il 
en sera de même de toutes ses dérivées, 

X*^ X X X î/* ' 

D a= D t^— D a = D W + D Q^ 

V y y y x^ 
Donc 

aura une valeur finie. 

Si l'on applique à la recherche de la fonction fx, ou, ce qui revient 
au même, de la fonction u qui rend cette intégrale minimum, le 
même calcul qu'au n° 195, on verra que l'intégrale sera rendue 

10 
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minimum par la fonction u qui satisfait à Téquation aux dérivées 

partielles 

I^t* + DJti = 0. 

L'existence d'une fonction // et d'une seule entraine rexîstence 
d'une fonction u et d'une seule. 

Si Ton con^dère maintenant u comme la partie réelle d'une 
fonction de â; + iy, l'autre composante v sera déterminée, à une 
constante près^ par l'équation 

Donc une fonction w = u + iv dune variable complexe est 
déterminée dans V étendue d!une aire % à connexion simple, lors- 
qu'on donne : 1^ la suite des valeurs deule long du contour de"^; 
2° la valeur de v en un point quelconque de 21/ 3^ une fonction 
a + i^ qui ait les mêmes infinis que w et qui devienne infinie de 
la même manière. 

199. Soit m + in une fonction quelconque, non de a; + ty, 
mais simplement de a: et de j/; et supposons que dans l'aire % cette 
fonction ait les marnes infinis et soit infinie de la même manière 
qu'une fonction a+ i^ dex + iy. Les expressions 

D,w — Dn , Dm+Dn 

9 

seront alors finies en tout point de ^, et il en sera de même de 
l'intégrale 

û(m)= ff [(fi^rn--D^ny + (J)^m+D^ny]dxdy. 

Si maintenant jtx désigne une fonction de x et de y^ qui reste finie 
dans 12ij et que nous posions 

tt = m + ft, 

u sera infini de la même manière que m et par suite que a. Donc 
Q (u) sera fini, et deviendra minimum lorsqu'on prendra pour u la 
fonction qui satisfera à l'équation 

(1) D*w-HDJtt = 0. 

La fonction u, ainsi déterminée, pourra être prise pour la partie 
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réelle d'une fonction Aex + iy. On peut donc déterminer |eji de 
façon que w = m + fz, satisfaisant à Téquatlon (1), prenne la 
même valeur que m le long du contour de C2l, et soit, à l'intérieur 
de "^y infini de la même manière que a^ et nous avons vu que cette 
détermination est unique. 
On a ensuite, comme précédemment, 

d(i?— ») = — (D ti + D w)eto+(D w— D^w)dy, 

y X X y 

les coefficients de dx et de dy étant finis en tout point de 3^, et 
Ton voit aisément que la fonction v ainsi déterminée remplit les 
conditions du n* 102. Si donc on pose la différeptielle du second 
membre = dv, on aura 

et par suite, en ajoutant km + in la fonction finie et continue 

(m + in) + (p 4- «v) 

deviendra une fonction de â? + tj/, dont la partie réelle aura les 
mêmes valeurs que m le long du contour de 21. La fonction v ren- 
fermera une constante arbitraire, que Ton déterminera si Ton 
connaît la valeur de v en un point de l'aire 21. 

On peut se servir de ce calcul pour déterminer la fonction 
w=u + iv. Gomme on peut choisir les fonctions m et n d'une 
manière entièrement arbitraire, on pourra faire ensorte qu'à l'in- 
térieur de contours infiniment petits tracés autour des infinis que 
doit avoir w, la fonction m + in prenne les mêmes valeurs que la 
fonction donnée a + tp, qui doit être infinie de la même manière 
que w ; qu'en dehors de ces contours elle reste toujours finie et 
continue, et que sur le contour de 21 la partie réelle m prenne les 
valeurs données pour la partie réelle de w. Alors Q, (m) sera iden- 
tiquement nulle à l'intérieur de ces contours, et sera finie dans 
tout le reste de Taire 21. En ajoutant km + in la fonction /ix + iv, 
on obtiendi'a une fonction w de 2;, et comme le changement de 
m -h in en une fonction dé z ne peut se faire que d'une seule ma- 
nière, w sera déterminé à une constante près, renfermée dans v. 
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IV. 



200. Supposons, comme au n* 180, la sphère partagée en deux 
calottes : Tune ^ contenant tous les infinis de la fonction qui sont, 
sur le plan horizontal, à des distances finies de Torigine; Tautre %' 
ne contenant pas d'autre infini que le point 0'^ s'il en est un. 

1 r 

L'intégrale^—. I f{z)dz sera le résidu intégral de la fonction 
relativement à Taire 21. L'intégrale 

(en ayant égard au changement de signe indiqué au n^' 180) sera 

le résidu de la fonction -77 fi'Tr) relativement au point 0' , c'est- 
à-dire àz' = Oouàz = oo. 

Or les deux intégrales, prises le long de la môme ligne de sépa- 
ration des deux calottes et en sens contraire, sont égales et de signe 

contraire. Donc le résidu intégral o /"(z), relatif à tous les infinis 
de la fonction autres que z = 00 , est égal, au signe près, au résidu 

de la fonction —77- f i—r) relatif à z' = 0, 

Si 2'- TT /" (— j = ~f {—) = ^f{^) a wne limite nulle 
ou finie F pour ^ = ou pour z = 00 , on aura alors, dans le pre- 
mier cas, O f{z) = 0, et dans le second (C f{z) = — F. 

201. Supposons, par exemple, que l'on se propose de calculer 
le résidu intégral d'une fonction rationnelle 

Hz) 

t{z) et F{z) étant deux polynômes entiers, <ie degrés 1» et », 
savoir, 

F{z) = 60 •+- b^z -H — -f- b^z^. 
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On tire de là 



z 






Soit maintenant 

71— m — 2 = — /z. 

On pourra, par la simple division» mettre la fraction 

sous la forme 

+ aj^s;' + ••• + Vi -^ "^ "»^ ' 



&)„ étant une quantité qui ne devient pas infinie pour z' =^ 0. Il 
vient alors 

En intégrant maintenant les deux membres le long du contour de 
^\ comme au n"" 141, il vient, le résidu de o)^ étant nul, 



Donc 



Pour 



on a 



^ F{z) "" /*-* • 
n — m— 2 = — 1, ou » = m+ 1, 






Cette valeur n'est autre chose que la valeur de — zf{z) du nu- 
méro précédent. Pour 

w— m— 2 ^ 0, ou n^m 4- 2, 
le résidu intégral est nul. On a alors, en effet, lim^ zf{z) = 0, 
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La fonction — ^4Tdevenantinfinied'ordre-(n— m — 2) = fA 

pour z' ■= 0, le résidu «^.^ aura pour expression générale (n^ 168), 
en supposant m—n + ]>0, 



1 lim, .D, 

(w— « + i)I '=" ' 






202. Ce que nous avons dit de Févalualion des indices d'une 
fonction aux points où elle devient nulle ou infinie, s'applique éga- 
lement à la valeur 2 = oo , comme on peut le voir en transformant 
cette variable, et rapportant la fonction au plan antipode, auquel 
cas on a à considérer l'indice d'une fonction de z^ pour z' = 0. 

Soient maintenant c^,c^, ... tous les zéros et les infinis de la 
fonction dans toute l'étendue de la sphère, y compris, s'il y a lieu, 
le point 0' ; n^ , n, , . . . leurs indices respectifs, positifs ou négatifs. 

Partageons la sphère en deux calottes 21, 2l'> contenant cha- 
cune une partie des points c, savoir : Tune les points c^ , c, , . . . , y 
compris le point 0; l'autre les points c'i, c\, ..., y compris le 
point 0'. En transportant ces points, les premiers sur le plan ho- 
rizontal, les seconds sur le plan antipode, nous aurons (n^ 171) 

Or les deux intégrales / -^ , / — /- sont égales et de signe 

contraire, comme les intégrales analogues considérées au numéro 
182. Donc la somme totale des indices est nulle, 

Wi4- WjH hnj-f-nj-+- ••• = 0. 

Donc, si f(z) est une fonction uniforme dans toute retendue de 
la sphère, et ne présentant que des discontinuités de première es-^ 
pèce, la somme des indices de la fonction pour tous les points de 
la sphère est nulle. 
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En d'autres termes, le nombre total des zéros d'une fonction 
uniforme est égal au nombre total de ses infinis, en comptant 
chaque zéro ou chaque infini autant de fois qu'il y a d'unités dans 
rindice correspondant. 

Considérons, par exemple, un polynôme de degré m. Pour 
2 = 00 , en 0', ce polynôme est infiniment grand de Tordre m, et 
il ne devient infini qu'en ce point 0', de sorte qu'aux autres points 
de la sphère les indices ne peuvent être que positifs. La somme 
de ces indices positifs devant être m, le polynôme, égalé à zéro, 
admet donc m racines, égales ou inégales, ce qui donne une nou- 
velle démonstration de la proposition fondamentale de la théorie 
des équations algébriques. {Première partie, n°* 75 et 76.) 



15S THÉOUE ÉLÉUEXTAUE 



CHAPITRE V. 

APPLICATIONS DES TBBOBIBS PBÉCBDENTSS. 

SI*'- 

Détermination du nombre des racines d'une équation comprises 

dans une aire donnée. 

203. Nous avons vu (n^' 172) que, dans retendue d'une aire %^ 
Texcès M du nombre des zéros d'une fonction uniforme f{z) sur 
le nombre de ses infinis est égal au résidu intégral de la fonction 
D, log f{z) relatif à Faire 21, c'est-à-dire à l'intégrale 

J-. f dlogfiz). 

Désignons par la caractéristique A l'accroissement d'une fonction 
non uniforme, représentée par une intégrale, lorsque cette inté- 
grale est prise tout le long du contour de %. D'après cela, en 
représentant par Zq la valeur de la variable z en un point du con- 
tour, par Zi la valeur de la variable au même point, lorsqu'on 
a fait croître son argument de Sx, de sorte que 

et par Fq , F^ les valeurs correspondantes de la fonction multiforme 
F(z)^ on aura, 

r dF=^F=F,'-Fo. 
On trouvera ainsi, en particulier, 

r4^ = log-f = ^logA, 

JH f h 

et de plus 

dz z, 

— = log -^= Al0gZ = 27re. 

Donc la valeur de l'indice intégral relatif à Taire 21 pourra se 
mettre sous la forme 

ii\0$Z 



L 
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Cette expression de la différence entre les notnbres de racines des 
équations 

a reçu de Caucby le nom de compteur logarithmique. 

204. Supposons, par exemple, que f soit un polynôme entier du 
degré w, 

f= a^ z" + a^z*'^ +•••+-«„ 






11 est clair que l'équation /*== oo ne peut avoir de racines finies. 
Donc la somme M ne contient aucun indice négatif, et par suite 
elle est égale au nombre des racines de l'équation /*= 0. Prenons 
pour 21 un cercle de rayon aussi grand que l'on voudra. Nous 
aurons 

%/= wlogz4-log(a,+ — V 

en désignant par a une quantité qui ne devient pas infinie pour 
2;= 00. Donc 

A log/= w. Alogjs:-f- Alog[ao4- —)» 



d'où 

Alog/" 



= n + 



A log (a, + ^j 



^\ogz Alogjj 

Or, pour z assez grand, le module de — devient inférieur à celui 

de «o, d'où il suit que log ( ^o -I- — ) reprend sa valeur primitive, 
lorsque z a parcouru la circonférence entière (*). 



. (1) Soit, en effet, mod — < 1 , v = ^^ > '"' ^^^^^ <^*« 0" a 

Alog(u + «) = AlogU+Alog^l +~) , 

4 +rcosp=/3cosy' 
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Donc 

à log (a^ -h — )= A log ao = 0, 

et par conséquent 

A log/" 



AlOgZ 



= n. 



L'équalion f=- a donc n racines. Nous obtenons ainsi une nou- 
velle démonstration du théorème établi dans la Première partie 
(pages 46 et suivantes). 

205. On peut énoncer d'une autre manière le théorème du 
n« 203. Soit 



d'où 



f(z) = u-^iv = M^, 

M = ficosP, v = RsinP, 

u 
— = cet P. 

V 

Lorsque la variable z a fait le tour de l'aire 21, f(z) reprenant sa 
valeur, log f{z) a crû d'un multiple de 2itê, et nous avons vu que 
cet accroissement A \ogf{z) est égal à 2ici M multiplié par l'ex- 
cès ilf du nombre des zéros sur le nombre des infinis. 
Il s'ensuit de là que 

log/'(^) = logi{-f-eP 

croît de SiHfut, et par conséquent l'argument P croît de 23/ 1:. 



Puisque r est < 4, 1 + r cosp sera toujours positif, ainsi que cos ^. Donc, 
l'argument ^ de 4 + -^ ne croit pas d'une circonférence , et par suite 

log M + — ^ reprend sa valeur primitive, après que z a parcouru le contour 

de 31. Donc 

A logA-H-—) = 0, A log (u4-t;)= Alogu. 

On peut donc, dans la somme u-\-v, négliger la partie v dont le module est 
constamment <*mod t^. 
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Considérons maintenant (fig. 32) une droite indéfinie dans les 
deux sens, mobile autour du centre du cercle sur lequel se mesurent 
I les angles, et tournant dans un sens 
I quelconque. Chaque fois que Tune pu 
1 l'autre des directions de la droite 
I passera par le point A, la droite ayant 
I décrit un angle P = -s- + Ax, la co- 
I tangente de cet angle P, représentée 
I par la ligne AO, s'annulera. De plus, 
I elle s'annulera en passant d'une va- 
leur positive à une valeur négative, si à ce moment l'angle P va 
en croissant, et, au contraire, elle s'annulera en passant d'une va- 
leur négative à une valeur positive, si l'angle P va en décroissant. 
Si à la fin du mouvement l'angle P a repris sa valeur primitive, 
la droite OC aura dû passer par le point A autant de fois en allant de 
droite à gauche qu'en allant de gauche à droite. Si l'angle P a crû 
de X, OC aura dû passer par A une fois de plus en allant de droite 
à gauche que de gauche à droite. Si l'angle P a crû de 2 Jfx, OC 
aura passé 2Jlf fois de plus par A de droite à gauche que de gau- 
che à droite. Donc cet P se sera annulée 2 M fois de plus en pas- 
sant du positif ou négatif qu'en passant du négatif ou positif. 
Donc, lorsque l'ai^ment P de f{z) croîtra de 2 jtf x, !a quantité 



s'annulera ^M fois de plus en passant du positif au négatif qu'en 
passant du négatif au positif. 
Si donc on pose 

et qu'en faisant parcourir à z le contour mtier d'une aire 3i on 
compte combitn de fois le rapport — s^annule en passant du po- 
sitif au négatif, et combien de fois il s'annule m passant du 
négatif au positif, Vexcès du premier nombre de fois sur le second 
sera double de l'excès du nombredes racines de l'équation f{t) == 
comprises dans l'aire 21 sur le nombre des racines de l'équation 
f{z) = 00 comprises dans la même aire. 

Si la fonction f(z) n'a aucun inlini à l'intérieur de ^, l'excès en 
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question sera précisément égal au double du nombre des racines 
de réquation f{z) = contenues dans Faire 21. 
206. Soity en particulier, une fonctioo eoti^ et nUii 



rn *'■..'?■ . 



Cette fonction ne deviendra pas infinie poinr des valeurs finies de z. 
Prenons pour contour un cercle de rayon infini r . Le premier tenne 

a^z^ deviendra infiniment grand par rapport à la somme des au- 
tres, et l'on pourra poser 

e étant infiniment petit. 
Soit maintenant 

On aura, à des quantités près infiniment petites par rapport à celles 
que l'on conserve, 

u = \r^ ces {mp 4- 0) , v=zi r"* sin {mp -h ô), 

d'où 

u 
— =: cet (mjo + e), 

à un infiniment petit près. 

Si maintenant z fait le tour du cercle, p croîtra de Stc, et mp + 
de 2m7u. Donc cot {mp +e) s'annulera 2m fois en passant du po- 
sitif au négatif, sans jamais s'annuler en passant du négatif au 
positif. Donc, l'équation f{z) = a m racines dans l'intérieur du 
cercle infini. 

207. Pour déterminer la différence v — v' entre le nombre de 
u . . ■ 

fois V que — passe en s'annulant du positif au négatif et le nom- 
bre de fois v' qu'il passe du négatif au positif, tandis que z parcourt 
le contour de 21? Sturm a fait connaître le procédé suivant, qui 
est une extension de celui qu'il avait donné pour le cas des racines 
réelles. 

Prenons pour contour de 21 une ligne qui se compose de parties 
C,C' , . . . , sur chacune desquelles xety soient exprimées en fonctions 
rationnelles d'une troisième variable t. Pour chaque partie, w et v 
seront exprimés également en fonctions rationnelles de ^ de sorte 
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n 



V 



que le rapport — se changera dans le rapport -r^ de deux fonc- 
tions entières de ^ Le problème se ramènera alors à trouver 
la différence v r— v' pour chacune des parties C du contour. La 
somme de toutes ces valeurs donnera le nombre 2 M. 

Divisons maintenant U par V; soit — Fj le reste de la division. 
Divisons de même V par F,- , et soit — F, le reste de la division , 
et ainsi de suite (*). On finira par arriver à un reste constant — F^. 

Car U et F, ne s'annulant pas à la fois sur le contour, n'ont pas de 
facteur commun. Soient maintenant, dans le sens du mouvement 
positif, aet b les extrémités initiale et finale de la portion de 
contour C. Alors v — v' sera égal à l'excès du nombre de varia- 
tions que la suite 

U V V V 

présente au point b sur le nombre des variations que la même suite 
présente au point a. 

La démonstration est la même que pour le théorème relatif aux 
racines réelles. On fait voir qu'un changement de signe de l'une 
des quantités F, Fj , . . . n'a pas d'influence sur le nombre des va- 
riations. 17 et F ne peuvent pas changer de signe en même temps. 
Donc, si U = pour f = c, on aura à considérer les cas suivants, 
e désignant un accroissement compté positivement de a vers b : 



c— e 



Dans le 1" et le 4* cas, -^ passe de + à — ; donc, dans le pas- 
sage par le point c, v augmente d'une unité, et en même temps il 
se produit une variation de plus ; de sorte que l'accroissement du 
nombre des variations donne bien l'accroissement de v — v' . 

Dans le 2* et le 3' cas, -y passe de — à +, v' croît d'une 

unité, et par suite v — v' diminue d'une unité. Mais en même 



U 


F 


u 


V 


u 


F 


U . V 


+ 


+ 


+ 


— 


• 


4- 


— ^- 


— 


-f- 


— 




+ 


+ 


-h — 



(*) V peut être de degré plus élevé que V, auquel cas le reste de la division 
de t/ par F eât t/, et alors — ï^, = C^. 
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temps le nombre des variations diminue aussi d'une unité. Donc 
le théorème continue à subsister. Or, comme il ne peut y avoir de 
changement dans le nombre des variations que lorsqu'on passe par 
un point c, le théorème est complètement démontré. 

208. Pour mettre en pratique celte méthode, prenons pour 
contour celui d'un rectangle dont les côtés soient parallèles aux 
axes coordonnées, et qui ait pour abscisses extrêmes (Cq^X^ et pour 
ordonnées extrêmes j/q , F, en supposant 

Le contour se composera de quatre parties : 

C correspondant kyz=yo^ depuis x = Xo jusqu'à a? = J 

C a? = X, ....y = yo....y=ï^ 

C y = 1^5 .... a? = X ... . a? = a?o 

C* a?=a?o, ....y=F.... y=yo. 

Ainsi, dans chacune des quatre portions, UetVne dépendront 
que d'une seule variable, savoir, de x pour C et C\de y pour 
C et C\ 

Si l'on veut obtenir toutes les racines d'une équation, on em- 
ploiera d'abord la méthode connue de Sturm pour trouver les 
racines réelles 

z = (i, , z = a^^ . . . , z = (i^. 
On divisera ensuite f{z) par le produit 

(z—a,) {Z'-a,) ... (z—a^), 

ce qui donnera une équation (f{z) = Oy qui n'aura plus de racines 
réelles, situées sur l'axe de x. On pourra prendre alors cet axe lui- 
même pour un des côtés du rectangle. En faisant d'abord 

on obtiendra le nombre des racines complexes x + iy pour les- 
quelles le coefficient y de i est positif. Puis, en faisant 

a?o = — 00, yo — — ôô, X = + c», K = 0, 

on trouvera de même le nombre des racines complexes dans les- 
quelles le coefficient de i est négatif. 
On partagera ensuite le plan en bandes par des parallèles à l'axe 
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des z ; puis on subdivisera par des parallèles à Taxe des y chacune 
des bandes qui renfermeront des racines. De cette manière, les 
racines se trouveront resserrées dans des limites assez étroites pour 
qu'on leur applique la méthode d'approximation de Newton. 

Ici, comme dans la recherche des racines réelles, il n'est pas 
absolument nécessaire que l'équation soit réduite à n'avoir plus 
que des racines simples. Cependant, il y a naturellement avantage 
à commencer par l'application de la méthode des racines multiples, 
afin d'opérer ensuite sur une équation plus simple. 

Il est facile de déterminer les racines imaginaires pures, qui sont 
les racines communes aux deux équations 

M(0,y) = 0, v(0,y)=0, 

et qui s'obtiendront en égalant à zéro le facteur commun à ces 
deux équations. Après les avoir supprimées, on partagera le plan 
en quatre parties correspondantes aux quatre angles des axes co- 
ordonnés. 

i n. 

Dévebppement des fonctions en séries périodiques, 

209. Du théorème de Laurent, démontré au n^ 155, il résulte 
que, si f{z) est une fonction uniforme et continue dans l'intervalle 
compris entre deux cercles concentriques, de rayons r et iî, on 
pourra développer f{z) en une série convergente, ordonnée suivant 
les puissances entières, positives et négatives, de la différence :2 — c, 
c représentant le centre commun des deux cercles. On aura de cette 
manière 

f{z) = Af,'\' A^ (z—c) + A^{z^cy -f * * . 

-H A^^ {z—cy^ -^ A_^ {z-^-cy^-h • - , 

ou, en posant 

(1) f[c+re'^) = A,+ A,ré^ -f- A,r^ e''^ -r • • • 

-h il_, r""* «"^'^-H 4^, r~' e~^' -+- 



• • . 



chaque coefficient A^ , d'indice positif, nul ou négatif, étant dé* 
terminé par la formule générale 
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où p est un module quelconque compris entre r et R. 

Si dans le second membre de la série (1) on remplace l'argu- 
ment j) par;) + 2&1C, ce second membre ne change pas. Donc le 
second membre est une fonction périodique de l'angle p , et par 
conséquent il en est de même du premier membre, tant que l'équa- 
tion (1) subsiste. C'est ce qui résulte d'ailleurs de la supposition 
que la fonction f{z) est uniforme dans Taire considérée; car, puis- 
que Ton a 

il en résulte 

c'est-à-dire, si l'on pose f{c -h rê^) = F{p) , 

F{p) = F{p-i-ikit). 

Ainsi, une fonction uniforme dez = c + ré^ est une fonction 
périodique de l'argument />, et la série qui exprime le développe- 
ment de la fonction suivant les puissances de z — c = re'^ est 
nécessairement une série périodique par rapport à l'ai^ument p. 

210. On peut présenter le développement (i) sous forme trîgo- 

nométrique, en remplaçant chaque exponentielle e^^ par cos np 
+ i sin np. Il vient alors, en posant 

i(A,r--A^^r--) = C,. 
P{p) ■=Bo'hB^ cos p H- jB, cos 2p -H • • • 

4- Cl sin p 4- C, sin 2p + • • • • 

On voit aisément que, si F{p) est une fonction paire de p, telle 
que F( — p) = F(+p), le développement devra se réduire à la 
première ligne, et ne contenir que des cosinus. Au contraire, si 
F(p) est une fonction impaire de p, telle que F{ — p) = — F(h- p), 
le développement devra se réduire à la seconde ligne, et ne contenir 
que des sinus. 
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211. Appliquons, par exemple, ces formules au développement 
de la fonction perturbatrice. 

Soit r la distance de deux astres, $ un nombre entier quelconque. 
On veut développer la fonction 

r* 
en une série coordonnée suivant les puissances de Texponentielle 

qui a pour argument Tanomalie excentrique^ de Tun des astres. 

La distance mutuelle r est déterminée par une équation de la 
forme 

r* =ff — jfiTcos 0^— a) + /ces 2'^ 5 

J7, jRT, a, / étant des quantités réelles, indépendantes de (|/. On fait 
voir facilement que la valeur de r' peut se décomposer en quatre 
facteurs du premier degré par rapport à z. Les racines de Téqua- 
lion r* = 0, du 4* degré en z, sont de la forme 

a b 

a, 6, 6 désignant des constantes réelles, et l'on peut supposer 

0<6<a< 1. 
La valeur de r' prendra alors la forme 

d'où Ton tire 



x(4-i»i».A '(l-M-".j) '• 



Bien que la fonction Q se présente sous la forme d'une fonction 
à deux déterminations (n** 120), nous verrons cependant dans la 
Troisième partie que cette fonction peut être considérée comme 

11 
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uniformey lorsqu'on fait varier z d'une manière continue dans 
l'intervalle de deux cercles passant par deux points-racines consé- 
cutifs de réquation r' = 0. Donc la fonction sera développable par 

le théorème de Laurent pour toute valeur de z dont le module sera 

1 

compris entre a et —, et en particulier pour le cas que nous consi- 
dérons, où le module de z est égal à Funité. On aura donc, en 
faisant, dans la formule des numéros précédents, 

Û = ilo + ^1 2: + i4,z* -j- • • • 
= A. + A,e*^+A^€^^'¥' • • 
et pour toute valeur entière, positive, nulle ou négative, de n, 

û étant une fonction réelle de ç|», les valeurs de A^, A_^, qui cor- 
respondent à deux indices égaux et de signe contraire, seront deux 
quantités complexes conjuguées, de la forme 

En réunissant donc les termes de développement qui correspondent 
à ces deux indices, on aura 

= 2Jlf„cos(nvP-hiVJ, 
M^ et N^ étant des quantités réelles. 

212. Sous la forme que nous avons donnée au développement (1) 
de f{c+re*^) = F{p), la variable p est supposée n'admettre que 
des valeurs réelles. Il est facile de transformer ce développement 
de manière que la variable réelle p soit remplacée par une variable 
complexe, sans que la fonction et la série cessent d'être périodi- 
ques par rapport à cette nouvelle variable. 
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Il suffit, pour cela, de faire 

d'où 

et, en posant 



m = f(c + e » ) = F(«;), 



(3) F{w) = Ao'^ A,e'^ -h A^e '^ + . . . 

_ JLniw Âniw 



La fonction et la série ne changent pas, lorsqu'on fait croître 
— r — de 2fcin, ou w de Ai, de sorte qu'on a 

F{w)=zF{w-hk'k). 

La fonction est donc périodique par rapport à la variable w, la 
période étant la quantité réelle ou complexe h 

En introduisant la même transformation dans la formule (2) qui 
détermine le coefficient A^ , et posant 

d'où 
il vient 

213. Par suite du changement de variable, le contour de l'aire 
dans laquelle était renfermée la variable indépendante z va changer 
de forme. Voyons par quelles lignes seront remplacés les deux 
cercles qui limitaient cette aire. 
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Il faut pour cela voir quel lieu décrit le point C , lorsqu'on laisse 
constant le module p de Texpression 



c'est-à-dire lorsque le point z décrit autour du centre c un cercle 
de rayon p. Si Ton fait. 



il vient 



d'où 



y = réî'^, > = U*^ , 

— sin(cT-e) = x. 

-y COS (cj — 0) =: y. 

Donc, pour que p et, par suite, x restent constants, il faut et il 
suffît que r sin (cj — 9) reste aussi constant. 

Or r sin (u — e) = constante est l'équation, entre les coordon- 
nées polaires r et cr, d'une droite faisant avec l'axe des x l'angle 
6 y et parallèle par conséquent à la droite menée de l'origine au 

point i. Donc le cercle de rayon p et de centre c se changera en une 

ly l 1 
droite menée à la distance ^= -â-ltfg —de l'origine, et parallèle 

à la droite OX. 

Les deux cercles extrêmes, des rayons u et r„ menés par deux 
points de discontinuité consécutifs z^^ z^ de la fonction /(z), se 
changeront en deux droites, menées parallèlement à OX par les 
points de discontinuité correspondants tt^o ,^i de la fonction F{w)^ 
et la droite qui remplace le cercle de rayon p sera une parallèle 
quelconque aux deux autres droites, comprise entre ces deux 
droites. 

Si l'on désigne par K > h^ les distances des points Zo» \ à la 
droite OX, la droite intermédiaire sera à une distance A de OX, telle 
qu'on aura 

Ao < A < A. 
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On aura alors 
et en faisant 

(4) 



A.= \f^F C-&±«) .^<'-'"' t.. 



214. Lorsqu'on voudra obtenir le développement de f{z) pour 
un point z situé en dehors de l'intervalle des cercles décrits par 
les points 2oj ^i > par exemple, dans l'intervalle compris entre les 
cercles menés par z^ et par le point de discontinuité suivant z^^ on 
devra donner à p une autre valeur, comprise entre les distances 
cZj et cz„ et substituer cette nouvelle valeur dans l'expression (2) 
de A^. 

De même, lorsqu'on voudra développer F{w) pour un point w 
situé en dehors des parallèles à OX menées par Wq^w^^ pour un 
point compris entre les parallèles menées par w^^ et le point de 
discontinuité suivant ii;,, on devra prendre pour h une nouvelle 
valeur comprise entre les distances A„ h^ de w^^w^k OA, et substi- 
tuer cette nouvelle valeur dans la formule (4). 

215. On peut toujours, par un changement de variable, qui 
revient à faire tourner l'axe des x de l'angle 0, faire ensorte que 
la période X de la fonction F (w) soit réelle. Il suffit, pour cela, 
l étant le module de X, de poser 

-r=— =T«"' ' 

c'est-à-dire d'introduire , au lieu de w;, la variable proportionnelle 

w' = we 
Alors la fonction 

F{w) = F(w'e'^) — F,{w') 
aura pour période, par rapport à k;' y la quantité réelle /. 
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Ainsi, on peut supposer que Ton ait multiplié w par un facteur 
tel que la période soit une quantité réelle l^ et que les bandes de 
convergence, qui limitent retendue dans laquelle chaque dévelop- 
pement est possible, deviennent toutes parallèles à Taxe des x. 

Si Ton partage alors le plan en bandes verticales, de largeur l, 
par des parallèles à Faxe des j/, la marche de la fonction Fi(w') 
sera identique dans toutes les bandes verticales, comme nous en 
avons déjà vu un exemple au n° 83. 

216. Si nous reprenons maintenant les notations du n^ 200, en 
y faisant seulement X = 2, les formules deviendront 



(5) F{w) = F{W'\'kl)= A,+ A^e ' H-A.e ' +• • • 

(6) A^= — F{ro^ih)e^ du). 

Enfin, par un changement de variable, on peut amener Taxe des 
X à Fintérieur de la bande de convergence, et alors rien n'empêche 
de supposer /& = 0. La formule (6) se simplifie, et Fon a 

(7) A^ = -^£F{.)e'"^d.. 

217. Les formules (5) et (7) donnent, comme cas particulier, 
le développement en série périodique d'une fonction quelconque 
de la variable réelle Wy dont on connaît toutes les valeurs dans 
Fintervalle compris entre w = et w = L 

On démontre même que les formules subsistent lorsqu'on fait 
passer Faxe des x par des points de discontinuité de la fonction, 
pourvu que ces discontinuités soient telles que la fonction F{w) 
reste toujours uniforme et finie. Cela revient à dire que les formules 
(5) et (7) subsistent encore, pourvu que ces points (nécessairement 
de seconde espèce) ne soient pas des infinis. 

Si pour une valeur ti; = a, la fonction F{w) passe brusquement 
d'une valeur finie b à une valeur finie difiereote c, le développe* 



I 
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ment représentera ^ pour w==a,h demi-somme des valeurs b et c^ 
c'est-à-dire 

lim F{a-z) + Fia + i) 

2 
La démonstration directe de ce théorème, qui n'appartient plus, 
à proprement parler, à la théorie des quantités complexes, se trouve 
dans la plupart des Traités de Calcul intégral. Elle est présentée 
avec plus de développement et de rigueur dans les Mémoires de 
Lejeune-Dirichlet {CrelWs Journal^ T. IV, p. 94-, et Dove's Re- 
perlorium der Physik. T. I, p. 152), et dans le Compendium der 
hôheren Analysis de Schlômilch, 2« éd. (T. II, p. 115.) Yoy. en- 
core le Mémoire posthume de Riemann, intitulé : Darstellbarkeit 
eiiier Function durch eine trigonomelrische Reihe. 

i III. 

Séries de Burmann et de Lagrange, 

218. Nous avons vu (art. 149) que si f (te;) est une fonction de 
Wy uniforme et continue pour toutes les valeurs de cette variable 
renfermées dans un certain cercle C (que nous supposerons, pour 
plus de simplicité, avoir son centre à l'origine 0), cette fonction 
pourra se développer en une série ordonnée suivant les puissances 
entières et positives de k;. 



. • . . 



(i) {{w) = Ao+ Ajuo + A^ «(;' + 

Supposons maintenant que l'on change de variable, et que %o 
représente une fonction donnée 

«?= y(z) 

de la nouvelle variable z^ qui soit uniforme et continue dans une 
portion du plan, laquelle renferme nécessairement le point ^o cor- 
respondant à l'origine de w et tel que 

K^o) = . 
Si l'on fait 

f(t^) = f[?(^)]-n^), 

F (z) sera une fonction de z uniforme et continue tout autour du 
point 2o , dans toute l'étendue où les fonctions ^ et f seront elles- 
mêmes uniformes et continues. 
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Si Ton substitue pour w sa valeur dans Téquation (i), on 
obtiendra pour F (z) un développement ordonné suivant les puis* 
sances entières et positives de la fonction ^ (z) , 



(2) Fiz) = A,+ AMz) + AM^)V + 



• • • 



Il reste maintenant à trouver l'expression des coefficients A^ du 
développement) et à déterminer retendue de Taire^^l où doivent 



être renfermées les valeurs de z. 



219. Considérons le résidu (^) 






f{z) 



Tant que la dérivée <f ' (z) ne s'annulera pas dans Taire 21 consi- 
dérée, la valeur de ce résidu sera (art. 14Q) 

Si, dans la même aire, le module de 9 (Ç), pour un point quel- 
conque ^ du contour, est constamment plus grand que le module 

de (p (z), on pourra développer —r: r-r en une série conver- 

gente, suivant les puissances^de 9 (z) , 






■ ?(ç) -f (2) 

d'où, en multipliant par ^— . F'(i^di;, et intégrant tout le long du 
contour de Taire ^ , 

les coefficients de ce développement étant donnés par la formule 
(art. 168) 



• • • » 



0) Voy, PuiSEUX, Recherches sur les fonctions algébriques [Journal de 
LiouviUe, t. XV, p. 381, 1850). 
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(4) ^^_L morfg _ r j:x?L, 

Ç = 210 étant le seul infini de la fonction sous le signe c^ , pourvu 
que, comme nous le supposerons, Féquation y (z) = n'ait pas 
d'autre racine que z = Zo dans Taire 21. 

220. La condition 

niod.y(ç) > mo(].f{z) 

sera remplie, si Ton prend pour contour de 21 la courbe que Ton 
détermine en égalant le module de (f (z) à la plus petite des valeurs 
de ce module qui correspondent aux diverses racines de l'équation 

ç' (z) = 0. 

En effet) le module 72 de (^ (z), qui s'annule pour z = Zo, va 
nécessairement en croissant, lorsqu'on part de ce point, puisqu'il 
ne peut recevoir de valeurs négatives. Traçons autour de Zo une 
suite de courbes que nous désignerons par (iî), dont chacune cor- 
respondra à une valeur constante de ce module R. Si l'on pose, 
u et i; étant réels, 

l'équation générale de ces courbes sera 

Deux courbes quelconques de cette suite ne se couperont pas, 
sans quoi il faudrait que u^ + v^ admit deux valeurs différentes 
pour le point d'intersection, et alors u et v, et par suite (f (z) ne 
seraient plus des fonctions uniformes. Donc ces courbes iront en 
s'élargissant à mesure que le module R croîtra, et chacune renfer- 
mera entièrement toutes les précédentes. 

Il en sera de même tant que le module R n'aura pas atteint un 
maximum. Or, pour ce maximum on doit avoir 

ou, en reprenant les notations de l'article 106, 

(uX + vY) dx -h (vX—uY)dy = . 

xety étant deux variables indépendantes, il en résulte 

uX-hvY = 0, 
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d'où 

et par suite 

Donc, toutes les fois que le module éCune fondion ^(s) passe 
par un maximum (ou par un minimum), la dérivée tf' (s) de la 
fonction ^annule. 

Il ieimài de là que, si A^ est le plus p^il des modules de ff{z) 
qui correspondent aux diverses racines de Féquation rf (z) = 0, 
Al sera égal au plus petit des modules maxima, ou lui soa infé- 
rieur. Si donc on prend pour contour de ^31 la courbe (A J, donnée 
par réquation 

r^'(z) sera différent de zéro dans toute rétendue de cette aire, et, 

si z est un point de Fintérieur et Ç im point du ccmtour, on aura 

toujours. 

modf(ç)>modf(j2;) . 

Si, de plus, la courbe {R) est contenue tout entière dans \aire 
de continuité de la fonction F{z) et par suite de sa dérivée 

F{z) (art. 147), là fonction -^ sera uniforme et continue dans 

toute Taire limitée par (A.), et le développement donné par les 
formules (3) et (4) sera possible. 

Si {R) sortait de Taire dans laquelle F{z) est uniforme et 
continue, on remplacerait {R) par une autre courbe (jRJ) de la suite 
(i?), correspondante à un module < Ai , et contenue entièrement 
dans 13. 

221 . Cela posé, multiplions les deux membres de Téquation (3) 
par ^' {z) dzy et intégrons de part et d'autre entre les limites z^ et z 
(art. 133). Si Ton pose 

A, = F(z,), 4, = —' 

en remarquant que (p(zo) == 0, il viendra 

(5) F{z) = ^0+ A,^{z) 4- AM^)Y H 

les coefficients A^ ayant pour expression générale 



• • • » 
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= JL / j:m- = -L iiTn._ . Dr *iiii^" 

n 



«I '-0 « [?(z.+ 0]» 

* 

Ces formules représentent la série de Biirmann. Voy. le tome II 
des Mémoires de l'Institut^ an VU, page 44. 

229. Pour obtenir la formule (5), nous avons intégré deux fois 

une série convergente, et nous avons admis que la série résultante 

est convergente. On pourrait le déduire d'une proposition générale 

analogue à celle que Ton démontre pour les séries de quantités 

réelles, et qui s'établirait de la même manière. On peut aussi s'en 

assurer, comme nous l'avons fait pour les théorèmes de GaUcby et 

de Laurent, par la considération du reste de la série. 

1 
Si Ton arrête au n**™ terme le développement de "yTIITTÂ* 

le reste de la série sera exactement égal à 

[KÇ)?[9(Ç)— W] ' 

et par suite le reste de la série (3) sera 



Le module P de <p(Ç) est constant et plus grand que le module 
R de (f{z). On voit donc, en faisant sortir P du signe/, que cette 
quantité se réduit à une fonction finie de z et de Ç , multipliée par 

( — ) , c'est-à-dire par un facteur infiniment petit pour n infini. 

Donc la série (3) est convergente. 

On obtiendra maintenant le reste de la série (5) en multipliant 
l'expression infiniment petite (7) par f' (z) dz = dy (z), et intégrant 
entre les limites Zo et z. Si l'on pose 9 (z) = iî x (^)> ^ ^^^t '® ™^" 
dule correspondant à la limite supérieure z, on obtiendra pour 
résultat une intégrale finie multipliée encore par le facteur infini- 
ment petit ( — j , et Ton en conclura que la série (5) est également 
convergente. 
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On pourrait remarquer que le reste de la série (5) peut se mettre 
sous la forme 

i r FjQd^ n^') z*dz 

expression qu'il serait facile de transformer en eflectuant Finlégra- 
tion .par rapport à Z. On obtiendrait ainsi le reste de la série de 
Bûrmann sous la forme d'un résidu intégral, comme on Ta fait 
pour la série de Cauchy (art. 149). Nous n'insisterons pas davan- 
tage sur cette formule, trop compliquée pour être d'une utilité 
pratique. 

223. Donnons quelques applications de la série de Bûrmann. 
I. Supposons 

y(^) = (^z—a){z — h). 

Les courbes (fi) seront données par l'équation 

mod. {z—a) {z—b) = R, 

ou 

mod.{z—a) X Tnod.(j3:— b) = R . 

Or mod. {z — a) et mod. (z — b) sont les distances du point z aux 
deux points a et b. Ces courbes jouissent donc de la propriété que 
le produit des distances de chacun de leurs points aux deux points 
fixes a, b est constant. Ce sont donc des ovales de Cassini. Pour R 
moindre que le carré de la moitié de la distance ab des deux 
foyers, chaque courbe se compose de deux ovales séparées, entou- 
rant l'une le point a, l'autre le point b. Pour fi = (t^)'> '^^ 
deux ovales se rejoignent pour former une lemniscate. Pour une 
valeur de R plus grande, on a une courbe unique, renfermant les 
deux zéros a et fe de la fonction . 

CL "^ b 

La dérivée (j)'(z) = 2z — a — b s'évanouit pour z = — — , 
expression qui, substituée dans (f (z), donne pour valeur du module 

Il faut donc prendre fi < (4- âb)* , et par suite choisir pour 21 celle 
des deux ovales dont se compose alors la courbe, qui entoure le foyer 
dont z doit être le plus voisin, le foyer a, par exemple. 
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On a alors, en supposant cette ovale assez petite pour que la 
fonction F{z) reste uniforme et continue à son intérieur, 



. 1 ,. .,H-2 F{i) 

« ni Ç-** ^ {K — by 



• • f 



wl « (a — b)* 
Soit, par exemple, 

a = 0, 6 = 1, F{z) = {l-zf, 

d'où iî < -^ ; et supposons que la fonction F{z), uniforme dans 
Taire 21 qui ne renferme pas le point de ramification z = 1 , parle 
du point z = avec la valeur initiale 1 ^ = 1 . Il viendra 

(,_,f^,_^,(i_,)4-Jfc:!L..(i-^)' 

224. II. Inversion des fonctions. 

Étant donnée entre iv et z une équation de la forme 

w = f^{z) , 

la série deBûrmann permet de développer z, ou plus générale- 
ment une fonction donnée F{z) de z, en une série ordonnée suivant 
les puissances de w, ce qui donne Texpression de la fonction inverse 
de la fonction ç». La valeur de z en fonction de w pouvant offrir 
plusieurs déterminations, on obtiendra plusieurs formes de déve- 
loppement, correspondantes aux différentes aires 21 qui entourent 
les diverses racines z^ de l'équation y (z) = 0, et à l'intérieur de 
chacune desquelles z est une fonction uniforme de w. 
Soit, par exemple, l'équation 



w = ze^* 



On a ici z^ == 0, (j?'(z) = (1 — z)e *. Pour la racine z — \ 

1 

de (^'{z) = 0, on a mod. (f{z)= -j' Le contour à l'intérieur du- 
quel doit se mouvoir z est donc déterminé par l'équation 
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mod. zf~ = — • 

e 

ou 

x* + ,» = «'«'-•>. 

Pour un point de Finlérieur de ce contour^ on aura 

225. 111. Série de Lagrange. 

La quantité z étant donnée par une équation de la forme 

Z=zC-i- Wf{z) , 

on propose de développer z, ou plus généralement F{z) suivant les 

puissances de k;. 
On aura dans ce cas 

W = ff{z) = 



m 

d'où Ton tire Zo = c, en admettant que f{c) ne soit pas nul. 
L'équation (p' (z) = devient, en supposant que f{z) reste fin 
dans Taire considérée, 

f(z)^(z^e)r{z) = Q. 
Parmi les racines de cette équation, on prendra celle qui donnera 

pour mod. -jpr la plus petite valeur JB, , et le contour de Taire où 

z devra être contenu sera déterminé par Téquation 

On aura alors 

F{z) = F(c) + A,w + A^ic" 4- 



• • • ♦ 



Soit, en particulier, Féquation du problème de Kepler. 

c = z — w%\nz , 

c représentant Tanomalie excentrique, z Fanomalie moyenne, et 
w l'excentricité. L'équation y' (z) = devient ici 
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sinjs: — (j3: — c)cos2: 

ou 

z — c- lang 2: = , 
c'est-à-dire 

l — tiangxThy 

équation qui se partage, pour c réel, en deux autres, 

smix Shiy 

x—c= ^, a » y — 



cos2a7 + Ch2y ^ cos2a?4-Ch2y 

Ne pouvant résoudre ces équations tant que la valeur numérique 
de c n'est pas donnée, cherchons du moins quelle est la plus petite 
valeur que puisse recevoir le module de w^ pour une vsdeur quel- 
conque de c. 

La seconde des équations précédentes peut se mettre sous la 
forme 

2sin*a?=l-^^ + Ch2y. 

y 

Le second membre croissant avec j/, et le premier membre ayant 
pour valeur maximum 2, il s'ensuit que y ne pourra surpasser la 
racine réelle de Féquation 

Sh2y 



l:=Ch2y — 



y 



ou 



ou enfin 



y Shiy ^ ' 

1 



y 



Thy 



Cette équation, résolue par interpolation à Faide d'une Table de 
fonctions hyperboliques (') donne approximativement 

y = 1,1997. 



(*) Voy.j par exemple, notre Recueil de Formules et de Tables numériques, 
page 50. 
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en posant ' / ' ' 



i rmà 



214. 11 reste à calculer maintenant la première intégrale 

pri$e le long du contour de Taire %. Supposons d'abord que les 
infinis c^, c,, .. . soient tous contenus dans^ une aire limitée 3> 
et qu'il reste sur la sphère (Chap. IV), autour du point 0' cor- 
respondant à is = 00 , une aire finie 3'^ qui ne contienne aucun 
infini de /"(z)-, si ce n'est peut-être le point 0' lui-même.^Transfor- 
mons les Ç du plan horizontal en Ç' du plan antipode, en posant 



l'intégrale précédente prendra la forme 






a-^) 



et elle devra être prise en tournant autour de 0' de l'est à l'ouest. 
Pour la ramener au même sens que les intégrales du plan horizontal, 
changeons son signe, et elle deviendra 






{.*)*■_. '(^ 



(1 — 2Ç') *^» Ç'(1-2Ç') 

V étant l'indice de l'infini 0' pour lequel Ç = oo ou Ç' = 0, et if 
étant une quantité qui ne devient pas infinie pour Ç' = 0., EP 
posant 

cette fonction ^ (S') sera, continue dans le voisinage de Ç' = 0. 
L'intégrale précédente pouvant s'écrire sous la forme 



z-i bB^z* , 
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et la fonction A"x(Ç') restant finie pour Ç' = 0, le résidu de celte 
fonction sera nul, et, en remettant pour l'intégrale son expression 
primitive, il viendra 

en posant 

(3) B,= ^-^i^ = limç,_.M!;^. 

^^ * ^Oç,v-A+l ^ -"* (v — A)l 

L'ordre v de l'infini Ç == oc de la fonction /*(?), lorsque celte" 
fonction est rationnelle, est égal à l'excès du degré du numérateur 
sur celui du dénominateur. 

Si les deux termes sont de même degré, l'expression précédente 
se réduit à une constante, savoir, à /"(oc ) ou au rapport des coeffi- 
cients des plus hautes puissances de z dans les deux termes. 

Si le numérateur est de degré moindre que le dénominateur, 0' 
n'est plus un infini de la fonction 



ç, fy^.j 



ïAï) , 



et par suite le résidu de celle fonction pour Ç' = est nul. La 
fonction f{z) se réduit alors à 

^c z—K 

215. Donc, si {(z) est une fonction dont tous les infinis, à l'ex- 
ception de 2 — 00 , soient contenus dans une aire finie 21, et si 
n^ , n,, . . . , V sont les indices respectifs des infinis ^i , c, , . . . , oo , 
f{z) pourra se mettre sous la forme 

(4) ^ / C .cr c-*^ 



\z-c {z-cy (Z-C)V 



(z-c)' 
le signe 1 s'étendant nécessairement à tous les infinis c, , c, , . . . , 
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et les coefficients £^ et C'^^ étant déterminés par les formules (S) 

et (2) C). 

Si rindice v était négatif, la première ligne du développement 
disparaîtrait. 

On voit que, si le nombre des infinis c^ , c, , . . . est limité, et 
que les indices n^ , n, , . . . , v aient tous des valeurs finies, la fonction 
f{z) est nécessairement une fonction rationnelle, comme nous 
l'avions déjà établi d'une autre manière (art. 186). La formule (4) 
donne alors la décomposition d'une fonction rationnelle en fractions 
simples. 

Dans le cas contraire, le développement de f{z) se composerait 
d'une infinité de termes. Pour pouvoir faire usage de ce dévelop- 
pement, il faut s'assurer préalablement de sa convergence. 

216. Formule dinterpolalion de Lagrange. 

Soit 

F{z) 



fi^) = 



F(z) étant une fonction entière, de degré moindre que le degré n 
du dénominateur. On est alors dans le cas où la partie entière du 
développement de f{7) disparait. On aura donc simplement 



=: 2 lim ^_ 



= 2 






En mettant pour f{z) sa valeur, on tire de là une expression de 
F{z)y qui n'est autre chose que la formule d'interpolation de 
Lagrange. 

217. Prenons encore pour exemple la fonction 

cot — • 

z 

— '^^^^'"*™""™*^^^'^^^^*^^~^'~~""^~~^'^^*^"™^^^'"^~~"* I II II I. .1 I III , ,»^_^ Il I , , 

(*) Foi/, art. 458. 



X 
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qui a pour infinis toutes les valeurs de % de la forme 

1 






Choisissons pour contour de Taire une courbe qui entoure tous ces 
infinis, à l'exception de celui qui répond à n = 0, et par suite à 
z = 00, et qui est le point 0'. On aura, par la formule de Part. 215^ 

. ^ i i 

M . , V / cot — cot --\ 

D'ailleurs, cot Ç' étant infini du premier ordre pour Ç' = 0, on a 

cot t' r* "H 

Ensuite 

cot 



cot \ — + g 

/ i. = lim K ^^^ 



1 

JITT \ Z 

Un 
1 1 



Donc 



nn HtcZ — 1 



cot- 

z 



z Un i\^n7:Z — 1 nTvZ-hlJ 

= z[l—i^ * 1. 

De ce développement dont il est facile de constater la conver- 
gence, on tirerait aisément ceux de cot 2, tang z, etc., en rem- 

i 77 

plaçant z par --;^, puis z' par -^ z", etc. 

z et 

218. Si la fonction f{z) a un nombre illimité d'infinis, cor- 
respondants à des valeurs de z indéfiniment croissantes, alors les 
infinis, sur la sphère, se presseront autour du point 0' avec une 
densité infinie, et l'on ne pourra plus toujours appliquer à l'éva- 

luation de cette intégrale ^—. f ' le procédé du n" 214. 

On peut,!dans certains cas, effectuer simplement cette évaluation. 
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Prenons pour contour de % une ligne de dimensions infinies, 
qui ne passe par aucun des infinis de /*(ç). On peul alors écrire 
l'intégrale sous la forme 






1 m dK 



1 

Pour Ç infini et z fini, le facteur différera infiniment peu 

1- — 

ç 
de l'unité, et par suite on n'altérera qu'infiniment peu l'intégrale 

en le supprimant. On pourra donc» dans ce cas, toutes les fois que 

cette intégrale aura une valeur finie, remplacer la formule (1) par 

la formule 

J^ f(y)dt 
est une constante , indépendante de z , 

mais qui peut dépendre de la forme choisie pour la courbe infinie 

qui limite Taire 21. La somme de résidus 2 £,. — —y relative àtous 

les infinis renfermés dans Vaire 21, sera en même temps dépen- 
dante de la forme de cette courbe. Alors le développement de la 
fonction en une somme infinie de fractions simples ne pourra pas 
se faire sans tenir compte du terme complémentaire représenté 
par la première intégrale. 

Mais si, en donnant au contour de 21 une forme symétrique 
par rapport à l'origine, il arrive que cette intégrale prenne une 
valeur constante, indépendante de la nature de la courbe symétri- 
que, nulle par exemple, comme cela a lieu lorsque f{z) est une 
fonction impaire de z, alors, en associant deux à deux les résidus 
correspondants à des infinis symétriquement placés, on aura un 
développement convergent de la fonction /(z), sous forme d'une 
suite infinie de fractions simples. 

249. Soit, par exemple, la fonction 

coséc z . 
Les infinie de celte fonction,[qui sont les zéros de sin :&, sont situés 
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tous sur Taxe de x^ aux dislances ±m: de Torigine. Prenons pour 
contour de l'aire une courbe infinie quelconque qui ait pour centre 
Torigine, et qui coupe Taxe des x entre deux infinis consécutifs, 
de sorte que coséc Z ne soit infini en aucun point du contour. 
LMntégrale 

coséc ç 



X 



d{, 



prise le long de cette courbe aura, en deux points diamétralement 
opposés, des éléments égaux et de signe contraire, coséc Ç étant 
une fonction impaire de C. Donc cette intégrale sera nulle, et Ton 
aura simplement 

,. V r coséc ç 
coséc z = lim 2* J^ ^ ^ . 

la somme devant être prise entre deux valeurs de n égales et de 
signe contraire, et qui tendent vers Tinfini. 
On a d'ailleurs 

P coséc ç ,. , . coséc ç ,. / coséc(n7r-f-e) \ . 



= lim 



(-<)' s _ (~lf 



Z — îln — e Sm 8 Z—Uk 

Donc 

coséc z= 1 ^~*^ = — •+- 2;s; 2 






En remplaçant js par -^ — z-, on en tire 

En changeant z en iz dans ces deux formules, on aurait les dé- 
veloppements de gi^ • -g^^ • 
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Décdoppement de» foneUons en pndmit* ùifini», 

220. AppliqiUMis au développement de la foocUoo 

fis) 



F(z) = D,log/(z) = 



m 



la formule du § précédent, 



*^e Z—i: irttJ-% C — ; 






la fonction f{z) étant supposée uniforme dans toute l'étendue de 
Faire 21. 
La fonction dérivée f (z) a les mêmes infinis que la fonction 

f{z) (art. 147); donc ^77-f ne peut devenir infinie que pour les 

valeurs qui «rendent f{z) ou infinie ou nulle. 

Soit c un zéro ou un infini de f{z)^ m son indice, positif ou né- 
gatif (art. 162). La fonction 

M _ .. 

sera finie, continue et différente de zéro pour z =• c (art. 160 
et 161). Donc 



{z-^cT {z—cf^'^ 

sera aussi continue pour 2 = c II en sera de même, par consé- 
quent, de 

^{z) f{z) z-c 
Donc 'f ( est égal à , plus une fonction finie et continue 

pour 2 = c. Le terme étant infiniment grand du premier 

ordre, tandis que Fautre partie est finie, on en conclut que, p(mr 
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toute valeur z = c qui rend la fonction fit) nulle ou infinie, la 
fonction 

•Ç|-=D,log/(z) 

deviendra infiniment grande du premier ordre. 
D'après ce que nous avons vu (art. 213 et 215), le résidu 

^ ■ z — ç 
est égal à la partie de la fonction D^ log f{z) qui devient infinie 

pour z = Cj c'est-à-dire à , comme il est aisé de le vérifier, 

en calculant directement 

Donc 

*^c z— ç z — c 

221 . 11 reste à calculer Fintégrale 

1 

On pourra développer — — en une série ordonnée*^ suivant les 

puissances positives de 2, le module de Ç sur le contour de 21 
pouvant toujours être supposé plus grand que le module de z. 
L'intégrale se présentera alors sous la forme d'une série ordonnée 
suivant les puissances de z, le contour étant choisi de manière 
à ne passer par aucun des infinis de D^ log f{z). 

Si l'on suppose l'aire ;2l infinie dans toutes ses dimensions, on 
verra, comme au n^ 218, que l'intégrale précédente a la même 
valeur que l'intégrale 

• dlogAO 






: 



et par suite elle se réduit alors à une constante 4, indépendante 
àez. 
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222. Cela posé, en désignant par A la valeur, variable ou cons- 
tante, de Tintégrale 

on aura 

En intégrant les deux membres entre les limites z-o et 2, Zq 
n'étant ni un zéro ni un infini de f{z)^ il vient 

OU, si Ton suppose A constant. 

On tire de là (*) /»! 

le produit n détendant à tous les infinis contenus dans Taire 21. 

223. Soit, par exemple, la fonction 

f(^z) = cos z. 
On a 

Les seuls infinis de cette fonction sont les zéros de cos z, donnés 
par la formule 

et comme ces zéros sont du premier ordre, on aura 

V p D^logAç) 

^ O — — = i 



AdM 



^ z — K ;?— (n + -f)7r 



(') LMntégrale de d log f{z) dépend du chemin suivi pour passer de Zo en z, 
et les valeurs que Ton obtient pour log^(z) pourront différer d'un multiple 
de 27ri. Il en est de même pour Tintégrale du second membre. Mais des mul- 
tiples de 2Yri ne peuvent avoir aucune influence, lorsqu'on vient à repasser 
des logarithmes aux nombres. 



. j 
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Si Ton prend maintenant pour contour de 21 une ligne infinie, 
syniétriqjie par rapport à T^rigine, on aura 

m 

Donc -4 = 0, et Ton aura 

D^logcos2:=: — lang;2r:=? 2 



"» Z — \fl + '^)^ 

d'où 



, ces;? Z, --(w+t)^ 
•og r= 2log ~—, 



ou, en faisant j?o ••= 0, 



logcosz=: 21og(l- . ■ \. )^ slog(l~ . "^ix, -;) 
Donc enfin 



224. Soit encore la fonction 

d'où 

1 



Dj log /*(2:) = col z — 



sin z 



On trouve encore A -- pour cette fonction. Les zéros de 

sont du premier ordre, et ont lieu pour z = nie. Donc, l'indice n 
devant recevoir toutes les valeurs entières, zéro excepté, 



smjzr 






ou 

sm 



•"^=^v(*~ïfe) 
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ivi. - 

Calcul des intégralex définies, 

225. Nous avons vu (Chap. Il) que si U et V sont deux fonctions 
de X et de y, uniformes et continues dans l'intérieur de Faire 21, 
et si, de plus, elles satisfont à la condition 

en vertu de laquelle Udx + Vdy est une différentielle exacte, 
rintégrale 

J {Udx + Vdy) , 

prise le long du contour de ^, est nulle. 

Si les fonctions f/ , 7, en restant toujours uniformes, cessaient 
d'être continues en des points Ci , c, , . . . , compris à l'intérieur de 
21 j entourons ces points de contours infiniment petits. En raison- 
nant alors comme au n° 139, on verra que l'intégrale prise le long 
du contour de l'aire 21 se réduira à la somme 

2 Ç {Udx+ Vdy) 

Je 

des valeurs-limites de toutes les intégrales prises le long de chaque 
contour infiniment petit tracé autour d'un des points de disconti* 
nuité contenus dans Taire 21. 

Ainsi, si 27 et Vsont des fonctions de a?, y^ uniformes dans 
toute l'étendue de l'aire 21» et continues dans toute cette même 
étendue, à l'exception des infinis c^ , c, , . . . ; si, de plus , elles sont 
telles que Udx + Vdy soit une différentielle exacte, on aura la 
formule fondamentale 

(1) jJ^{Udx+Vdy)=^^, 

en posant 

(2) à=lÇ {Udx -h Vdy), 

Je 

le signe de sommation s'étendant, dans cette expression, à tous les 
points de discontinuité c contenus dans l'aire ^, et A étant nulle 
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toutes les fois que Taire ^ ne renferme aucun point de discon- 
tinuité. 

226. Pour calculer l'intégrale 

J (Udx + Vdy) , 

c 

posons 

X -h iy — (? = f.e^^^ 

d'où, en faisant c = a + t6, 

x^a=:^ jDCOsp, y^^b = psinp, 

et prenons pour contour infinitésimal le cercle de centre c et de 

rayon infiniment petit p. L'expression Udx + Vdy prendra la 

forme 

F{p,p)dp, 
et Ton aura 

J^(Ma?+ rrfy) = lim ^^ r Vo>,p)rfp. 

Soit, par exemple, l'intégrale 

xdy — ydx 



s 



x^-hy^ 



prise le long du contour d'un carré ayant pour centre l'origine et 
dont les côtés sont parallèles aux axes et égaux à 2 unités. Le 
long de ce contour, l'intégrale deviendra 

p^ dx p* dy r-' —dx Ç-^ -^ dy 

X — y 

Or, les fonctions -r-- — r ' t . '.,> o"t l'une et l'autre un point 

de discontinuité pour a? = 0, j/ = U. En calculant, par la trans- 
formation précédente, Tintégrale prise autour de ce point, on aura 

Donc 

i 



P' 



U x*-hl 2 



< 
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227. Si, en particulier, Vdx + Vdy est la différentielle d'une 
fonction F{z) d'une variable complexe j = a; + iy, on aura alors 

(n» 106) 

U=P{z), V = iF{z), 

d'où 

U+iV = 0. 

En faisant donc 

Texpression 17 da? + Vdy se changera en f{z)dz, et g^. sera le 

résidu intégral de la fonction f{z) relatif à Taire %. On]aura donc 
les formules 

(3) f f(z)dz=^A, 

228. Pour faire usage des formules (1) et (3), sur lesquelles 
repose ce que Cauchy appelle la Méthode du passage du réel à 
Vimaginairey on choisit le contour de Taire 21 de manière à pou- 
voir exprimer Tinlégrale du premier membre à Taide d'intégrales 
définies relatives à des variables réelles. En séparant ensuite de 
part et d'autre le réel de l'imaginaire, on obtiendra deux relations 
entre des intégrales définies réelles et des quantités connues^ dès 
que Ton saura calculer A* 

On prendra généralement pour contour une ligne telle qu'une 
seule des variables xely^our etp varie à la fois^ auquel cas on 
rencontre immédiatement des intégrales définies ordinaires. Pour 
cela, on composera, par exemple,Je contour de parties circulaires 
ayant pour centre l'origine, ou de parties rectilignes parallèles aux 
axes. Dans le premier cas, le rayon vecteur r sera constant ;îdans 
le second, une seule des coordonnées Xy y variera. 

Examinons 'successivement plusieurs cas particuliers de cette 
méthode. 

229. 1. Si Ton prend pour contour un cercle de rayon r et de 
centre c=^a + iby et que Ton pose, comme au n*» 226, 

0? = a -f- r ces p , y =?= 6 -f- r sin p , 
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la différentielle Ùdx + Vdtj prendra la forme F(r,p) dp^ ou 
simplement F{p) dp^ et l'intégrale proposée deviendra 

On aura donc la formule 

. . . . -'o 

qui se partagera en deux autres, si F{p) est une fonction com- 
plexe de p. 
Soit, par exemple^ l'intégrale 

f{z) dz 



k 



1 — az z 



f{%) étant une fonction continue dans l'intérieur de l'aire %. La 
fonction , 

m 

{i — az)z 
a d'abord l'inflni z = 0, et de plus, si le point 2; = — est contenu 
dans Faire ^, ce point sera un second infini. On aura donc 

J:^{'-az Z \J-'ii{i — az)z <^i^{i—az)zj 

Le premier résidu a pour valeur 

•l' ■ 1" 

Le second est nul si le point — est extérieur à l'aire; si le point— 
est contenu dans l'aire, il sera égal à 

Donc la valeur de l'intégrale sera 



2 7ii f{0) ,. ou 



2- [ao) -/({)] 



1 . • - . 

suivant que — sera extérieur ou intérieur à Taire, 
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Prenons maintenant pour !2l un cercle de rayon 1. Alors 

z = e^P9 — = idp , et il vient 

z 

f^"" f{e^f) dp 
pour mod. a < 1 , J i/ =27r/(0); 



pour mod. a > i , 



r^-h-<4)] 



En supposant f{z) = 1 et a réel, il vient, suivant que a est 
< 1 ou > 4 , en valeur absolue, 

>2^ dp 

rr^.= 2. ou =0, 

d'où 



X' 



r"^^ (l-acosp)dp _^ 

I 1 â r = 27rOU = 0, 

Jq 1 — 2acosp +a* . 

r^ ^ sin pdp _ 

Jq l—iacosp-ha* ~ 

230. Dans certains cas, on peut connaître a pnort la valeur de 
A. Supposons, par exemple, que Ton sache développer., par un 
moyen quelconque, la fonction F{z) de la variable complexe z en 
une série convergente pour tous les points de Faire 21, et or- 
donnée suivant les puissances entières et positives de z — c. Le 
coefficient de la n^^ puissance de z — c aura pour expression 
(nM49) 

_j^ r Fjz) dz 

Si donc on connaît d'avance la valeur de ce coefficient 4», on aura 
par là même la valeur de l'intégrale 

ou, en prenant pour 21 un cercle de rayon r et de centre c, com- 
pris à l'intérieur du cercle de convergence, ; 

(8) / F(c4-r^*0^-«*i^rfp = 27rr» .i4^. 

Plus généralement, si l'on connaît le développement d'une fonc- 
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tion F(z) en une série ordonnée suivant les 
et négatives de z — c, et convergente dans tout l'intervalle compris 
entre deux cercles de centre c, on aura la même formule (5) pour 
toute valeur entière de n, positive, nulle ou négative, r étant le 
rayon vecteur d'un point quelconque situé entre les deux cercles 

Pour appliquer ces formules au calcul des intégrales définies, il 
suffira de séparer dans chaque membre, le réel de l'imaginaire, ce 
qui fournira deux relations. 

Par exemple, du développement connu de la fonction 
_i . s' {—if 2' 



-i)"^ 



on tire, pour « > 0, 

Ç e~"^ e""" dp = iitr'.A^ — (- 
formule qui se décompose en deux autres, 

' cos (rsinp + np) rfp = ( — t)" ~ 

' stn {rs'mp -h np) Jp — 0. 
Pour n < 0, la première intégrale serait nulle aussi bien que la 






,,«2ir 



231. II. Prenons pour l'aire 21 un demi-cercle ayant pour dia- 
mètre l'un des axes coordonnés, Taxe des x par exemple, et pour 
centre l'origine. En désignant par B le rayon de ce cercle, la for- 
mule (3) devient (^jr. 35) 

J(A'A)+/(ABA')-A, 



j f{x)dx-hi rf(Be')Re"'dp = à. 
'-fi Jo 



Supposons maintenant que f(Re'^) 
soit infiniment petit d'ordre f* pour fi 
nfini. Alors la fonclion R /"{Re') conservera, pour fi croissant 
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indéfiniment, une valeur finie y (e'^). La seconde des intégrales 
précédentes pourra alors s'écrire sous la forme 






La quantité sous le signe / restant toujours finie, fintégrale sera 
pareillement finie, et, si Ton suppose 

fintégrale sera multipliée par un facteur infiniment petit. Donc 
on aura, pour iî = oo , 

lim.i r f{Re^)Re'^dp = 0, 
et notre formule se réduira à la suivante, 

(5) rf{x)d^=A, 

%) — oo 

A représentant le produit de 2 7:1 par le résidu intégral de la fonc- 
tion /"(z), relatif à tous les infinis situés au-dessus de Taxe des x. 

232. Considérons, par exemple, l'intégrale 

z dz 



I- 



i-h z 



m et n étant deux entiers positifs, tels que f on ait 



w < n . 



R e '^ 



Alors f{Ré^) — S^SJT ^^^ infiniment petit de f ordre 

^In — 2m > 1 . Par suite, la formule (5) est applicable, et f on a 



X 



» X dx . 

-00 1 + 05 



Maintenant, les infinis situés au-dessus de Taxe des x sont 
celles des racines 

ip 
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de l'équation 

14-2 = 5 

dans lesquelles le coefficient de i est positif, et que l'on obtiendra 
par conséquent en prenant pour p les valeurs 



TT 



Stt 57r (2w— !)^ 



"• » 



2n 2w 2n 2n 

Il vient alors 

en posant, pour abréger, 



2;n 

Z 









1 + 
On a, pour z = c, 

l_j_(c+s)^'* l + c^"4-2nsc^"-* + ... 

ou, à cause de 1 + c^* = , 

F = lim 3^7 = 5 — c 

— im.c 4- . • ^^ 

îw + l . 

"~ô ^* 

Donc, en faisant, pour abréger, e ^" = y ^ 
Or, pour n entier, y** = — 1 . Donc 

„ 1 1 1 ^ (2m4-i)7r 

1F= T= -^-T- coséc -^^ r — '— • 

w y— y""* 2iw 2n 

Si Ton fait maintenant B = oo , et que l'on suppose m < n, 
d'où 2m + 1 < 2n , l'intégrale prise le long de la demi-circonfé- 
rence s'évanouira, et il restera 



X 



* x*^dx it . (2m+l)7r 

= - — coséc 



1 -a;'" 2» 2» 
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En posant 



la forn)ule devient 



X 



y dy __ TT 
Q 14- y sinflTT 



(0<a<l) 



233. Soit encore l'intégrale 



/ 






dz. 



ta—z 
En faisant s = fi e''', la fonction f{z) devient 

i A cos 
— ftsin/» e 



ia — Re^ 



et pour toutes les valeurs de p comprises entre et ir, cette quan- 
tité est infiniment petite d'ordre infini, lorsqu'on fait fi = oo. Il 

peste à examiner ce que devient l'intégrale ijf{Re^P) Re^^dp pour 

les valeurs de p très voisines de ou de ir, c'est-à-dire, à trouver 
la limite de l'expression 

^ta—Re^ ta + Re ^f 

Si l'on fait abstraction du facteur e""'*^*"^, l'expression sous le signe 
/ peut se mettre sous la forme (P -i- iQ) cos pdp^ Pet Q étant des 
fonctions de p, qui ne deviennent pas infinies avec fi, et cos p 
restant voisin de l'unité. Donc l'intégrale proposée revient à 



i 



e ^'"' cospdp . {F + iQ) , 



expression dont la valeur est égale à la quantité 



X 



e ^ cosprfjp = -=- (1— e ), . 

^ 



multipliée par une valeur moyenne de la fonction P + iQj c'est- 
à-dire par une quantité finie. Donc l'intégrale s'annule pour fi 
infini, et la formule (5) est applicable. 
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Pour a > 0, la fonction a, au-dessus de Taxe des x, l'inlini 
z = l'a, auquel correspond le résidu 



Donc, pour o > 0, 



Si l'on change a en — a, la fonction n'aura plus d'infini au-dessus 
de Taxe des x, et l'on aura A = 0, d'où 



£ 



■ dx — O. 



En combinant ces intégrales par addition et soustraction, et sépa- 
rant le réel de l'imaginaire, on en lire facilement les deux formules 

f^ ces X 



-dx = 



r 



Cette dernière donne, en faisant tendre a vers zéro, 



£ 



%M. Si la fonction f{z) a un infini en un point de l'axe des a-, 
à l'origine j = par exemple, l'axe des x faisant partie du contour, 
Fia. as. nous changerons alors la forme de ce 

contour, afin d'éviter le point 0, en 
décrivant autour de ce point un demi- 
cercle de rayon infiniment petit r, et 
prenant pour aire l'espace compris en- 
tre les deux demi-cercles. On aura alors 
la formule 

/'"[A*') + /(— ^)]rf* + ij" niie'f)Re'Up 
' f{re''}re"'dp=l\. 



4< 
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Si la dernière intégrale | {{r&p) ré^ dp tend vers zéro en même 

temps que r, on se trouve alors dans le cas du n^ 231, et si Tin- 
légrale prise le long du demi-cercle extérieur s'évanouit pour 
iî = 00 , on pourra appliquer la formule (5). Si la dernière inté- 
grale tend vers une limite finie et déterminée, on joindra sa valeur, 
prise en signe contraire, à la valeur de A • 
Soit, par exemple, la fonction 

m = ^ 

On a 



Ç f{re'^)re'^dp= f e'''^^ dp, 

Jo Jt) 







En développant e en série, et faisant r ~ 0, on voit que celte 
intégrale a pour valeur i:. On en conclut alors, en raisonnant 
comme au numéro précédent, 

/ ( )dx=ni. 

c'est-à-dire, 

■' dx=^ 



j. 



^ 2 

comme nous l'avions déjà trouvé. 

235. III. Prenons pour aire 21 le rectangle parallèle aux axes 
{fig. 37), dont les côtés ont pour équations respectives 

x = x,, x = X, y = y, , if=¥. 
Les formules (1) et (3) deviendront 

X Y 

(7) r'' [/-(»+ ty.)-/{a;+«T)]<to+ i f \f{X+ iy)-f{x,+ ly)] dy 
Si nous considérons l'intégrale double 



f f 1)^1)^ F{x, y) dxdy, 
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elle aura pour expression soit 

soit 

suivant que Ton commencera à intégrer par rapport à y ou par 
rapport à a? ; ou, ce qui revient au même, suivant que Ton intégrera 

^'g* ^'^' le long du contour du rectangle B A CD, en 

passant soit par le chemin BDC, soit par le 
chemin BAC. Ces deux chemins conduisent 
au même résultat, si les fonctions D^ F{x , y), 
D F{Xyy) sont uniformes et continues dans 
tout l'intérieur du rectangle. Dans le cas 
contraire, ils conduisent à des résultats dont 

la différence ne sera pas nulle, et cette différence ne sera autre 

chose que l'intégrale de la fonction 

B^F{x ,y)dX'\- Dy F{x,y) dy , 

prise le long du contour total du rectangle BACD. Qn a alors la 
formule (6), en supposant 

U=\)^F{x,y) , V=\y^F{x,y). 

C'est pour cette raison que Cauchy a désigné l'emploi de la 
formule (5) sous le nom de Méthode fondée sur la différence des 
valeurs que prend une intégrale double, quand on intervertit 
l'ordre des intégrations. 

236. La formule (6) se simplifie dans le cas où les intégrales 
prises le long de trois des côtés du rectangle s'annulent lorsque 
ces côtés s'en vont à l'infini, c'est-à-dire lorsqu'on a 

Jx^ »/y. «-^y© 

pour 
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Or / f/y y dx =. {X — x„) X une moyenne de f/^ y. Pour 

que cette quantité s'annule lorsque X — x^, devient infini, il 
faut que U^ y prenne pour F = oo , une valeur infiniment petite 
d'un ordre supérieur à l'unité. Il en sera de même pour les autres 
intégrales. Donc on pourra énoncer les conditions précédentes en 
disant que les fonctions 

*,» ' ±00»!/ 

doivent être, quels que soient x ou 2/, infiniment petites d'ordre 
supérieur à l'unité (^). 



(*) Cauchy pose simplement pour conditions que les fonctions f/. ^^ , 
^+»,y s*annulent. Il nous semble que ces conditions sont insuffisantes. Eu 

effet, elles sont remplies par la fonction 

x + iy 

{-{-{x-hiy)' 

qui est infiniment petite du ler ordre pour toute valeur infinie de l'une des 
variables x, y. Or, l'intégrale de cette fonction prise par rapport à a?, en 
supposant 

Xo = — tti t ^ .^^^ (^cù . y = 6 w , 

a pour valeur 

flw {x-i-ib(à)dx __J_, 1 H-(a + ib)<v> 
J^« l+(a? + eyr " ^ ^^ 4 + (- 1 +e6ja, 

quantité dont la limite, pour w = <» , est 

1 a -ht h 



log 



2 '"^_i4-,-6' 

et cette valeur n'est pas nulle, mais indéterminco. 
Au contraire, si l'on traite de même la fonction 

1 

\+{x-^iy)' ' 

qui est infiniment petite du second ordre, on trouve pour résultat 

([ -\-a)oi 



arc tang 



H-(a +ï6)(— l +'*6)w' 
qui a pour limite arc tang (0) ou zéro. 



— , 
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Si ces conditions sont satisfaites, la formule (6) deviendra 

(8) f ^x.y.^=^' 

De même, si les valeurs 

f[x-{-i.oo) , /'(± 00 4- t'y) 

sont, pour toute valeur de x ou de y^ infiniment petites d'ordre 
supérieur au premier, on aura, au lieu de (7), la formule plus 
simple 

(9) r f(x-\'iy,)dx=^, 

t/ — 00 

qui n'est autre chose que ce que devient la formule (5) du n^ 231 
pour I/o = 0. II est aisé de voir, en effet, que les conditions pré- 
cédentes se réduisent à celle du n*" 231 . 

237. On peut mettre la formule (6) sous une forme plus com* 
mode, qui exprime que f/da;+ Ydy est bien une différentielle 
exacte. Pour cela, w étant une fonction donnée de a? et de y, et 
F{w)\m^ fonction quelconque de w\ il suffira de poser 

La formule (6) deviendra alors 

Pour donner une application de celte formule, supposons 

M? = (a 4- iy)x\ 
a étant > 0, et faisons 

a?„ = y, = , X= + oo , F=&. 

Si Ton admet que F{w) soit infiniment petit d'ordre supérieur au 
premier pour a? = oo , l'équation se réduira à 

F{ax) dx—{a + ib) 1 F[{a-{- ib)x]dx = à. 
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Soit, par exemple, 

F(w) = u;*-* e~«' 5 

n étant réel et positif. On a alors A = 0, et F{w) est infiniment 
petit d'ordre > 4 pour a? = + oc . La formule précédente devient 
donc 



Jo (a -f ibf ^^ 



e X ax 



(a + tb) 
Donc la formule 



* r(n). 



n 



/ 



r (n) 
e X dx = - 



u 
C 



subsiste pour les valeurs complexes de c dont la partie réelle est 
positive. 
En faisant 

la formule que nous venons d'obtenir se décompose dans les deux 
suivantes, 



r 
/ 



-«; « — 1 , , CCS WÔ „■ . 

e X cos bxdx=: — - — i (n) , 



» 

00 

ê X &mbxdx^ — 

n 



— ax n — 1 1 j Sin Wô Ti / X 

e X sin bxdx = r(») , 



qui, pour n = 1, se réduisent à 

cos bx dx = 



r 
/ 



-as . - a 



a' 
e"^ sin bxdx = 



a^-i-d' 



238. Soit F(z) = -^V4 une fonction rationnelle dont le degré 

du numérateur est inférieur de deux unités au moins à celui du 
dénominateur. Supposons que l'équation ^(z) = n'ait pas de ra- 
cines réelles ou multiples, et soient c^ , c^, . . . les racines complexes 
qui ont leur partie imaginaire positive. En appliquant à cette fonc- 
tion la formule (5), il viendra 
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r_l^da,=2W2^ = 2W2C, 



».'— 00 



le signe 1 s'étendant à tous les infinis c situés au-dessus de Taxe 
des X, et Gif C,, ... étant les numérateurs de celles des fractions 
simples dans lesquelles se décompose la fonction donnée, qui cor- 
respondent à ces infinis. 

Si ;^ (z) = n'a aucune racine au-dessous de Taxe des a?, il est 
facile de voir que IC doit être nul, si le degré de ç* (2) est inférieur 
de 2 unités à celui de ^{z). On a dans ce cas 



X 



^ '^''^ dx = 0. 



-00 X(^) 

Soit, par exemple, la fonction : ^^ , le degré de 9(2) étant 

* "T~ A» 

moindre que Funité. On a le seul infini z — i, et Ton trouve 

d'où 

En particulier, si Ton prend 

y (2:) = (-- ixf^ , < ft < 1 , 



on a 



.r^=iS^=r<->---]/::^=" 



T 



ou, à cause Aei =^ e 



t/O 



TT 



2sm 



'0 i H- â5» 

2sin- 

Cette formule se ramène facilement à celle que nous avons 
trouvée par une autre voie au n* 232. 

239. Prenons pour contour le périmètre d'un triangle rectangle 
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ABC) dont les sommets aient pour coordonnées respectives {x^yyo)^ 
(X, y.), (J, Y). On aura 

|(AB)+J(BC)-J(AC)=A. 

En prenant, pour plus de simplicité x^.= y^=^ 0, on aura, en 

chaque point de AC, 

y = ax, 
d'où 

dy = adx, Y=zaX^ 

et Ton a, au lieu de la formule du n^ 238, 

Jf*x rax 

P V x,Oj X «,0 J^ \ X,y) y X,y ^ 

rx 

— I F(^ ^(i^ =A. 

Jq ^\ x,ax) x,ax ^ 

Si Ton {Mw=zx + iyf cette formule devient 

Ç^ F(x)dx-hia i^ F{X+iay)dy'- (^ FUi-\-ia)x\{{-\ ia)dx 

t/O t^'o t/O 

==A. 

Soit, par exemple, la fonction f{z) =6"*', qui est finie pour toute 
valeur de a;, si l'on prend 

^ zz: (1+ ia)x 5 a* < 1 . 

Donc A — 0, et Ton a 

r \e-' + iae-^'^ ""H dx - (1 + ia) (\- """"'''rfo; = 0. 
•^'o L J Jq 

Si l'on fait maintenant X = a? , comme on a, pour x — ^Y, 

et que la seconde intégrale a toujours une valeur finie, la pre- 
mière est nulle pour X = oo . Il reste donc, à cause de 



.( 



•^0 



KV 
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d'où, en séparant le réel de Timaginaipe, 



X 
X 



I/tt 



^""^*""*^'^ coii{iax')dœ= 



^^^.--- .- 2(1 4-a*) 



^0 \ ' 2(1 H- a*) 

24-0. Soit o{z) une fonction rationnelle de z. D'après ce que 
nous avons vu (n** 213 et suiv.), la différence 

est une fonction continue dans toute retendue de Taire ^. 

Si Ton désigne par f (2) une autre fonction uniforme et continue 
dans Taire ^, le produit de cette fonction par la différence pré- 
cédente sera aussi une fonction uniforme et continue, et Ton aura 
par conséquent 

X['«-i, 7^] '<')*=»• 



ou 



f^,(z)mdz=f^l^j^mdz. 



ou, en mettant pour le résidu sa valeur 






que nous désignerons simplement par 



2 r- 



{z-cy 

le signe de sommation s'étendant aux divers infinis de 1^(3), ainsi 
qu'aux divers termes dont se compose le résidu relatif à chaque 
infini. Le second membre n'est autre que la valeur de A. 
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Si Ton suji^me, par exemple, 

t{z) = e^f"y pourp>0, 

cette fonction sera uniforme et continue dans toute la moitié su- 
périeure du plan. Soit c = a M- ib un infini de <f (z), b étant positif. 
On a 

f (^) = e^-f**. e'^, 

On verrait, comme au n"* 233, que Tintégrale s*évanouit pour un 
module de z infini. On aura donc 






(A-i)! 



formule vraie pour toute fonction rationnelle ^(a;) qui ne devient 
infinie pour aucune valeur réelle de a;. 

241. Soit w une fonction de 2, et (f{w) une fonction de w qui 
devient infinie pour les valeurs 

*^ ^^ 7! 5 7t 5 • •• > 7«»-> 

correspondantes à des valeurs de z contenues dans Taire %, et 
soient 

les ordres respectifs de ces infinis. 

Soit, de plus, f (s) une fonction de z qui ait pour infinis dans 
Faire % les points 

ayant pour ordres respectifs 
Posons, comme précédemment, 

_ ^ C'*> • ■ . 

— Z r- » 

iz-cf 
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et de même, en considérant w comme la variable ^dépendante 
et Ç comme' prenant les valeurs Ç = y i , y» , • • • > 



r^i^ = 2 



.p(A) 



Nous aurons alors 

Si nous posons maintenant 

dz 
{{z)dz = x{^)àw , ou X («P) = f (^) -^ ' 

la première somme deviendra 

Si nous faisons ensuite 

la seconde somme deviendra 



J. (z-c)' (*- 



je) 



Donc 

Exemples. Soit f (z) = 7 r ' En prenant toujours pour % la 

moitié supérieure du plan, on a 

La seconde somme devient donc 

Si Ton fait, de plus, 

1 -t- iz 

i—%Z 

on a d'abord 

t(?(t) = 0, d'où 7rtP(î) = 71^(0). 
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Ensuite 



f{z)(lz = 



dz 



1 dw 



d'où 



Donc 



i-+-s* 2î w 



1 



^^ ^ 2tf/J 



271*2 



:.r(V-%)_ 



* r 



(*). 



(ft-l)l 



7 



Par conséquent, si Ton se trouve dans les conditions du n^' 231 , 
on aura 



£'fâT^=-h-^<-'> 



»-l r<*» 



] 



De même, pour 



d'où 



'(^) = TTijr^ ' w=\og i—iz) , 



y (tt?) = -: 



r-he 



9%0 



on trouvera 






«(») 



= ff.f (logr) + 2irr2 ■ô^z::jyr 



. D 



2 ,_ 



' r' + c'y 



» * 



